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   مـقـدمــة
يشمل كلّ قسمٍ دراسة . هذا كتاب يعرض الميكانيكا وقوانينها، بقسميها الحركيين الكَينَماتِيكا والدينَاميكا

نَص عربي تتخلله بعض المصطلحات العلمية : وهو. ئوالجسم الجاس الجسيمات حركة الجسيم أولاً ثم حركة نظام
لذلك، يحوي الكتاب . كُتِبت من اليسار إلى اليمين) لاتينية وإغريقية( أجنبية الإنجليزية ومعادلاتِ رياضيةٍ برموزٍ

فيضاً غزيراً من المصطلحات العلمية كررت في طولِه وعرضِه، انطلاقاً من الحقيقة المعروفة بأن اللّغة 
  .الإنجليزية تسود الساعة جلَّ التيارات العلمية والمحافل الدولية

رئ هذا الكتاب، هو على الأقل طالب اجتاز السنة الجامعية الأولى في الهندسة أو لذلك، افترضت أن قا
قاعدةً علميةً جيدةً في الرياضيات،  وأنه يمتلك. العلوم الطبيعية أو ما يعادِلهما في المعاهد والكليات المتوسطة

ما فيها مبادئ نظرية الميكانيكا كما أنه استوعب قواعد الفيزياء الأساسية ب. وبالأخص في حقلي التفاضل والتكامل
  . ضمن نظريات الفيزياء العظمى

لقد استندت عند كتابته وحتى عند مراجعاته المتتالية إلى جم غفير من الكتب والمراجع المختلفة، الأجنبية 
. ا وهناكالكتب المنشورة باللغة العربية هن كما لم يخْلُ الأمر من بعض. بالأساس وباللغة الإنجليزية بالتحديد

بعض هذه الكتب نُشِر في الشرق العربي لمؤلفين عرب، وعددها قليل، وبعضها الآخر نُشر في الدولِ الأجنبية 
وفي الحقيقة، إن . لّلغات المحلية لتلك البلدان إلى اللّغة العربية، وهذه لا تتجاوز أصابع اليد الواحدةامترجماً من 

ختلافٌ في التعريف وفي اة باللغة العربية والمترجمة هو اختلافها، ما يجمع هاتين المجموعتين، المنشور
لقد جاء هذا الاختلاف نتيجةً لِتَوزعِ دول المنشأ، وتنوع البيئات التي عاش فيها هؤلاء المؤلفون أو . المصطَلَح

موز والتعاريف في كلِّ المترجمون، بدون أي جامع لهم، كمجمع لغةٍ عربيةٍ واحد يوحد كلَّ المصطلحات والر
فمثلاً، كلمة الجاذبية . فجاءت المصطلحات وحتى الرموز مختلفةً. البلدان العربية، أو حتى في الشرق العربي

والسرجهة السرعة  كمية الحركة، والقصور العطالة المعروفة يقابلها الثِقالة في بلاد الشام والزخَم يقابله اندفاع أو
وأطرف ما في هذا . جاهية والحفظ انحفاظاً، أما الكَينَماتِيكا فعلم الحركة، والديناميكا علم التحريكالمتَّجِهة أو الاتِّ

  . السياق تعريف الجسيم في سورية بالجزيئة وفي مصر بالنقطة المادية
ص بتعريب لذلك، اعتمدت ومنذ البداية على نشرات مجمعِ اللّغةِ العربيةِ الأردني، وبالأخص الجزء الخا

 وليرموز ومصطلحات النظام الدSI )ات) المكثية م ك ثدحكما اعتمدت على كلٍّ من قاموس المورد . للو
استخدمت  لقد. ومعجم المصطلحات العلمية والفنية والهندسية للدكتور أحمد الخطيب للتأكد من باقي المصطلحات

 وليات النظام الددحالأرقام العربية مع وSIاستخدام هذا النظام   انطلاقاً من الحقيقة بأن نزعةً تدريجيةً نحو فقط
  .تسود حقلي العلوم والهندسة اليوم

على صعيدٍ آخر، لم يكن الكتاب ليخرج على صورته الحالية لولا مساهمة العديد من الأصدقاء في الطباعة 
كما أضاءت لي . نجي بطباعته وترتيبهسوسن توتبفيضٍ من المشاركة الحانية قامت ف. والتصحيح العلمي واللغوي

تاذي  أسهالدكتور عبد العزيز شوابكالباب السادس مع تيسير العاروري ومناقشة البابين الأوليين مع المحاضر 
.  جوانب مهمة على صعيد المراجعة العلمية والدقيقة للمفاهيم والمصطلحات التي وردتالفيزياء بجامعة بيرزيت

 لجميع هؤلاء فضل صدوره بشكله الحالي ويبقى الخطأ .بتصحيحه لغوياًمضيه الكاتب سعيد وقد كرمني 
  .مسؤوليتي وحدي
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كما .  أخيراً، إني لأرى هذا الكتاب مجرد طبعةٍ تجريبية تحتاج إلى النقد والتقييم الرصين من كل قارئ له                
ة ومعلمي العلوم الطبيعيـة فـي   آمل أن ينتفع به ومنه كل طلبة العلوم والهندسة في الجامعات والمعاهد المتوسط          

  . المدارس الثانوية في وطننا

   على النص ملاحظات

وبدء من البنود التمهيديـة، يـستند       . يأتي الكتاب متسلسلاً في قسميه وشاملاً لعشرة أبواب وعدة ملاحق         
 ولأنظمـة إحـداثياتٍ     الكتاب إلى المتَّجِهات جنباً إلى جنب مع الطريقة التحليلية، وإلى حساب التفاضل والتكامل            

وللمساعدة والفهم قسمت أبواب الكتاب إلى عـددٍ مـن البنـود والبنـود       . متنوعةٍ، رابطاً هذه الأنظمة مع بعض     
. سؤالاً محلولاً بإسهاب، قسم منها حلّ بأكثر من طريقة   113 -وأضيف للكتاب عدد من الأسئلة المحلولة     . الفرعية

 الرئيسية من المتن كحلٍ مباشر على قانونٍ ورد للتو، أما أغلبها فورد في              وقد جاء بعض الأسئلة في سياق البنود      
  . ختام كل باب، حيث يكون الحل أكثر تحدياً لشموله مواد من أكثر من بندٍ واحد وقد يزيد على ذلك

ميكا علـم الميكانيكـا والـدينا    لقد أُضيف للباب الأول قدر محدود من المواد التاريخية، بين تسلسل تطور 
فآمل . على قضية الحركة وفيزياء الطبيعة    مستعرضاً فيه أثر الحضارة العربية الإسلامية     . بشكلٍ خاص حتى اليوم   

  . أن يكون جلُّ هذه المواد التاريخية تاريخاً حقيقياً

م واشتمل الباب الثاني على وصفِ حركة الجسيم وحساب سرجهته وتسارعه لِنُؤَسس بذلك لكَينَماتيكا الجس         
 الانتقاليـة والدورانيـة     -الجاسئ التي قُسمت حركته إلى أكثر من نوع، مع إبراز الأشهر من تلـك الحركـات               

  . النسبية والمكتسبة: وأُنْهِي هذا الباب بدراسة حركة الجسيم المركبة من الحركتين. والمستوية

الكلاسيكية، وكذلك وحدات القياس والأبعاد المستخدمة، وكُلُّ ذلـك         وتُعرفُ في الباب الثالث قوانين نيوتن     
  . قبل أن نصل إلى تعريف المعادلة التفاضلية لحركة الجسم تحت تأثير القوى المعينة

 تُعرفُ فيه المعادلة التفاضلية للحركة المقيدة في الإحداثيات    - الحركة المقيدة للجسيم     -وفي الباب الرابع    
وتَم في ختامه التَّعرفُ على مبدأ دالمبيـر  .  طريقة أويلر- طريقة لاجرانج وفي الإحداثيات الطبيعية     -تية  الديكار

  . للجسيم المقيد

 ثلاث مجموعاتٍ من القـوانين هـي        - القوانين العامة لديناميكا الجسيم    -وقد عولجت في الباب الخامس    
 قانون  -وقسمت كلُّ مجموعةٍ من هذه المجموعات إلى قسمين منفصلين          . يةالزخَم والزخَم الزاوي والطاقة الحرك    

  . التَّغَير وقانون الحِفْظ

 حركة الجسيم تحت تأثير القوة المركزية،       -وكتطبيقٍ مباشرٍ على حفظِ الزخَمِ الزاوي جاء الباب السادس        
وكتطبيقٍ مباشرٍ لهذا الباب درِست حركة      . ة الكوكبية فَركِّز على قوة التربيع العكسي للجاذبية وقوانين كبلر للحرك        

  . الأقمار الصناعية والمسارات الإهلِيلْجِية

النسبي للجسيم علـى سـطح        الحركة النسبية للجسيم، نُوقش الاستقرار والسكون      -في الباب السابع    .... 
  . قطة من علٍ والمقذوفة العاديةالسا: الأرض وحسِب انحراف المقذوفة الناتج من دوران الأرض للحالتين
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أما الباب الثامن، ديناميكا النظام والجسم الجاسئ فجاء زاخراً وضخماً، تَم التّعرفُ فيه علـى القـوانين                  
واتُّبع نفس التسلـسل    . العامة والمعادلة التفاضلية لحركة النظام، ثُم حركة مركز كتلة النظام وقانون حفظ حركته            

. الجاسئ لخامس فَدرس الزخَم والزخَم الزاوي والطاقة الحركية بالنسبة لنظام الجسيمات والجسم          القائم في الباب ا   
وكتطبيقٍ مباشرٍ على حفظ الزخم لنظام الجسيمات تَـم         . كما أُضيف إلى ذلك مبدأ دالمبير لنظام الجسيمات المقيد        

  .غَير الكتلة حركة الجسم متَ-استعراض مسألةٍ غايةٍ في الأهمية 

وكتطبيقٍ مباشرٍ على مجموعتي قوانين الزخم والزخم الزاوي لنظام الجسيمات نوقش التصادم في البـاب   
فَعرفَت المعادلة الأساسية للحركة وحددت الفروق بين التصادم المركزي المباشـر والتـصادم المائـل،               . التاسع

  .  نتيجة ذلكوأخيراً حسبت الطاقة الحركية المفقودة

فيتِم التعرف فيه على طريقٍ . عناصر الهندسة التحليلية ومعادلات لاجرانج   ويختتم الكتاب بالباب العاشر،   
 ـ  ولأهمية ذلك في تطور نظرية الديناميكا التحليلية نُوصِف رياضياً         . ـة التفاضلية للحركة  )ات(جديدٍ لحل المعادل

. فتراضيفتراضية والممكنة والشغل الا   الإزاحات الا اهيم  أنواعها مع تعريف مف   وتحليلياً القيود والأنظمة المقيدة و    
  . نتعرف على مبدأ لاجرانج دالمبير، قبل أن نصل إلى زبدة هذا الباب معادلات لاجرانج من النوع الثاني،وأخيراً

لمتَّجِهات والآخـر   أحد هذه الملاحق ل   . ويرفق في القسم الأخير من الكتاب ملحقان وعِدةُ جداولَ رياضية         
في الكتـاب     وآخر للكميات الفيزيائية المستخدمة    SI فأحدها لوحدات النظام الدولي   : أما الجداوِلَ . لعزوم القصور 

كما أضيفت للكتـاب  . مع وحداتِها الدولية، وثالثٌ ببعض المشْتَقَّات، ورابع ببعض أشهر التكاملات غير المحدودة     
واختتم الكتاب بفهرسٍ أبجديٍ شامل.  المثلثية الأكثر انتشاراً-ة والهندسية بعض الصيغ الرياضي .  

أود أن أُلْفِت نظر القارئ إلى أن كلَّ معادلةٍ أو تعبيرٍ أو صيغةٍ أجنبية ينبغي أن تُقرأ من اليسار إلى اليمين،    
      قرأ من اليمـين إلـى اليـسار، مـثلاً     ذلك في أما خلافُ. ، وهلّم جراar = g - 2 ω × vrأو   F = M a + Tمثلاً 

F = 10    نيوتن و x = 12] ات المستخدمة بين قوسين كبيرين        . إلخ]......مدحنْتُ الويإذا كانت مكونـةً    [ ] وقد ب
 x = 12  أوF = 10 [N] نيـوتن، أو  F = 10، أو ]ن [= F 10فنقـول  . من رموز، أو كتابةً عاديةً تُرفق للعدد

ولعدم توفر الإمكانية الفنية والسهلة للطباعة العربيـة ارتأيـت اسـتخدام    . x = 12[m]أو ] م [x = 12 وأمتراً، 
ولذلك، اعتمدت فـي طـول الكتـاب وعرضِـه إحـدى      . الرموز اللاتينية بين قوسين مع الكتابة العربية العادية   

  . نيوتن بدون أية أقواسF = 10 بالقوسين، أوF = 10 [N]الصيغتين 

، بينما حدد رقم الشكل المرافـق للـسؤال         )رقم( م   سؤاللأسئلة المحلولة في الكتاب، بصيغة      وقد وردت ا  
ولقراءة أرقام الأبواب والبنود الفرعية وحتى المعـادلات فيـتم ذلـك،            . المحلول مكافئاً لرقم المسألة قيد البحث     

أ واحد أربعة اثنـين بـدون ذكـر النقـاط      يقر1.4.2رقام فمثلاً البند المبتدئ بالأ  . بالعادة، من اليسار إلى اليمين    
كمـا  . وهذا يعني أننا في البند الفرعي الأول من البند الرئيسي الرابع في الباب الثاني             . رقامالفاصلة بين هذه الأ   

 بالصيغة الوحيدة سبعة عشر خمس كرقمٍ للمعادلة التي تلي ستة عشر معادلـة وردت حتـى                 17.5تقرأ المعادلة   
  .لخامسلحظتها في الباب ا
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    الباب
    الأول

  
ولا غرو، فإننا حتى اليوم، حين بِتْنَا ننظر إلى الديناميكيات ... 

النيوتْنِية بمثابة جزءٍ من اللوحة الأعرض التي رسمتها نسبية 
أينشتاين، فإن معظمنا ما يزال مستمراً بالتفكير في الإطار النيوتني، 

إلى الطريق وما تزال قوانين نيوتن تفي بغرض ارشاد رواد الفضاء 
وهذا ماعبر عنه رجل الفضاء بل أندروز حين ( نحو القمر والكواكب 

وذلك جواباً لسؤال (لعل نيوتن يتولى معظم عملية القيادة الآن، : قال
ابنه عمن كان يقود سفينة الفضاء أبولو التي كانت تقل أباه الى 

 ). القمر
  

ز الكتب مرك:، عمانبلوغ سن الرشد في المجرةتِمثِي، فَرِس، 
  .208ص : 1990الأردني، 

  

  

  ةتطور الميكانيكا النظري
لكن الاحتمال الأقوى أن . يعتبر تحديد بداية نشوء علم الميكانيكا من الأمور المثيرة للجدل حتى يومنا هذا

أَرِسطو طاليس أولى المحاولات حدثت في القرن الرابع قبل الميلاد فى أثينا، حيث يذكر أن الإغريقي 
Aristotle، 322 -384كان أول من استخدم كلمة  م،. قµηχανη’ -ليقصد بها ما يعنى اليوم -   تُقرأ ميخاني 

يضاً مفهومين جديدين هما مفهوما الثقل والخفة للجسم، الثقيل  أرسطو ألقد عرف. منشأةً أو آلةً وحتى اختراع
وسمى هذه الحركة بالحركة الطبيعية . سماء، بينما الخفيف يتجه أو حتى يصعد لل)الأرض(يتجه نحو مركز الكون 

للجسم، حيث أورد أمثلةً عليها منها أن الحجر يهوِي الى قعر الوادي بسبب ثقله، بينما يصعد الدخان الى السماء 
وأشار . هذا المفهوم الأرسطَوِي يتناقض مع مفهوم الوزن الحالي، والذي عرفه بالصفات الطبيعية للجسم. لخفته

، أما الحركة المنتظمة المستقيمة )وزنه( أن سرعة الجسم الساقط تتناسب طردياً مع صفتة الطبيعية الىأرسطو 
  .وقد سادت هذه المفاهيم لفترة تتعدى الألفي سنة. لى تأثير قوةٍ ثابتةٍ مؤثرةٍ على الجسم إفقد عزاها

  أرخميدسكا كان العالمأحد العلماء الإغريق الذين أسهموا أيضاً في تطور ونُشوء علم الميكاني
Archimedes، 212 -287متعددةٍ مؤثرةٍ عليها. ق م، الذي بحث وأوجد شروط اتزان الرافعة تحت تأثير قوى .

ثم طور بالاعتماد على فراغ أُقلِيدِس الطريقة الهندسيـة في الاسـتاتيكا، واكتشف النظرية المعروفة حتى الآن 
  .قاعدة أرخميدسلمغمور أو  نظرية الضغط على الجسم ا-باسمه 
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علم الميكانيكا، هذه البدايات كانت متعثرة وفرضيات، إلا  لقد شقّ هؤلاء العلماء البدايات الأولى لتطور
  .أن بعض هذه الفرضيات قد ثبت صحته

-بعد تلك الحِقبة الإغريقية سـادت الدولة الرومانية التي سيطرت على أجزاء كبرى من العالم القديم 
في تلك الفترة لم يطرأ أي . م الأكبر من أوروبا وشـرق البحر المتوسط حتى القرن السـابع الميلاديالقسـ

  .تطورٍ يذكر على العلوم والميكانيكا بشكل خاص
ومع نُشوء وتطور الحضارة العربية الإسلامية، برز علماء كثيرون في مجالاتٍ عدةٍ أثروا العلوم 

والمسلمين في ميدان الميكانيكا  العرب المعاصرين بمنجزات الباحثين تأخر اهتمام لقد. والميكانيكا بإسهامـاتٍ جمةٍ
علم الميكانيكا بعلم الحيل، وارتبط بقسم العلوم الطبيعية في  إذ سمى العرب. ياه ضمن علومٍ أخرى ا ربما لتصنيفهم

   .الفلسفة العربية الإسلاميـة
نقص المعرفة العلمية عن طبيعة تكو ن الأجرام السماويـة، وقوانين حركة النظام الكوني خارج إن

الأرض، وأيضاً قوانين الطبيعة حتى طبيعة عالم الأرض بشكلٍ خاص، رافَقَه ونَتَج عنه، ثُم  أثّر فيه وتَأثَـر به، 
لذلك . ت الفلكيةِغياب التطور التكنيكي الذي أفقد هذه المعرفة أداتـها العلمية الضرورية لاكتشاف قوانين الظاهرا

وحين بدأ علماء العرب والمسلمين يستجيبون لمتطلبات . لم يكن لها من وسيلةٍ موجودة غير الافتراضات المجردة
التطور الاقتصادي الاجتماعى فيطورون معرفتهم العلمية للطبيعة، توصلوا إلى إنشاء بعض الأجهزة التكنيكية 

ياضية في قياس المسافات المكانية والزمانية كالحلقة الإعتدالية الأولية، لرصد الفضاء وتطبيق النظريات الر
لكن . الشمسية والرقاص والإسطرلاب والجداول الفلكية وغيرها) الساعة(وذات الأوتار وذات السمت والمِزولَة 

  .1 هذه الأجهزة كانت محدودة التأثير في حقل المعرفة لكونها محدودة النوعية والإمكانية

م يجعل نُخبةً من العلماء والفلاسفة الطبيعيين العرب والمسلمين مقلِّدين للأولين في النظر إلى هذا كلّه ل
. هؤلاء خرجوا على الكثير من المسـلّمات التقليدية التي كانت سـائدةً في فهم العالم. النظام الفلكي بشكل تام

- 980 ابن سيناوللبغدادي هدوا الطريق  وغيرهم قد م854 - 932 أبو بكر الرازي و872 - 950 الفارابيفكان 
 في ذلك، فأضافت ممارســتهم النظرية والتطبيقية في فيزياء 1209المتوفى عام فخر الدين الرازي  و 1036

لقد عولجت هذه القضية في أواخر القرن العاشر . الطبيعة إمكانيةً جديدةً لمعالجة قضيـة الحركـة في الطبيعة
  .شر حين لم يكن علم الميكانـيك قد نشأ بعدوأوائل القرن الحادي ع

 توصل نتيجة بحثِه الخاص في حركة الطبيعة الى فهم حركتها بشكلٍ دائري، أي عودتها إلى فابن سينا
إن أساس فهمه للحركة الدائرية في الطبيعة هو إدراكه الذي توصل إليه بأن العالم مليء بالمادة، أي . نقطة البدء

وإذ قد تَبين أن البعد المتصل لا ..... في تنبيهه بن سينايقول ا. محالٌ في الطبيعة  †الخَلاء أن أنه لا فراغ فيه و
ُـعـد صِرف وإذا سلكت . يقوم بلا مادة، وأن الأبعاد الجسمية لا تتداخل لأجل بعديتها، فلا وجود لفراغٍ هو ب

فلا  أصيل ، ولم يثْبت لها بعد مفـطـورلقائمة بينهاأي زالت الأبعاد اهذه الأجسام في حركاتها تنَحى ما بينها 
  .2خلاء 

  

 مكان ليس فيه متمكن، أي مكان مجرد، نشأ كمفهومٍ فلسفيٍ يونانيٍ قديم من الفضاء المطلقيقصد بمفهوم الخلاء   †
دار الشؤون : د، بغدانظرية المكان في فلسفة ابن سيناالعبيدي، حسن،  انظر. الاتجاه الذي يرى المكان هو بعد

  .142، ص 1987الثقافية العامة،
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لديموقرِيطُس  تتجاوز الفرضية الذّرية ابن سيناإن فرضية نَفى الخلاء، الفضاء، في العالم المادي عند 
Democritusفيما بعد، مضيفاً اليها  نيوتنوالأخيرة هذه أخذ بها. ، القائلة بأن المادة مكونةٌ من الذرات والفضاء 
 في الفيزياء  أينشتاينوقد حسِم الخلاف على يد. تتحرك من الشمس الى الأرض عبر الفضاءأن الذرات 

  .‡  المعاصرة، لِيثبت الفرضية السينيوية بعدم وجود الفضاء المطلق

وحتى نذكر دور العرب والمسلمين في التمهيد لصياغة قوانين الحركة، سنتحدث عن استيعابهم لبعض 
 الحركة بستة ابن سينا يحدد الطـبيـعي السماعففي كتابه . ـاهيمه كما نعرفها اليوممصطلحات الميكانيك ومف

 المسبب - الجسم المحرك  والمحركالجسم المتحركتتعلق بأمورٍ ستـةٍ هي المتحرك  وأعلم أن الحركة...عوامل
 مكان الذي تؤول إليه الحركة ال وما إليه  المكان الذي بدأت منه الحركة وما منهموضع الجسم وما فيه للحركة
وكل جسمٍ متحركٍ فحركته ...الطبيعيةوالحرة القسريـة للحركتين المقيدة ابن سينا كما نجد تعريف . 3 والزمان

إما من سببٍ من خارجٍ وتسمى حركـةً قسريـةً، وإما من سببٍ في نفس الجسم إذ الجسم لا يتحرك بذاته، 
إن الحركة التي ....أو. 4 هةٍ واحدةٍ على سبيل التسخير فيسمى طبيعةوذلك السبب إذا كان محركاً على ج

وهذا إما أن يكون خارجاً عن الطبع، . بالقسر هي التي محركها خارج عن المتحرك بها وليس مقتضى طبعه
 ....5 مثل تحـريك الحجر جراً على وجه الارض، وإما أن يكون مضاداً للذي بالطبع، كتحريك الحجر الى فوق

الحركة المكانية  حيث أطلق عليهما اسم البغداديوهناك تعريفٌ آخر للحركة الانتقالية والحركة الدورانية يورده 
الحركة المكانية هي التي بها ينتقل المتحرك من مكانٍ الى آخر، .... على التوالي، فيقولوالحركة الوضعية

  .6 لا يخرج عن جملة مكانه كالدولاب والرحاوالحركة الوضعية هي التي تَتَبدل بها أوضاع المتحرك و

  ممهدا لنظريته في انعكاس الضوء المناظر، في كتابه الساطِع965 - 1036الحسن بن الهيثم كما يتحدث 
ويتلخص الاعتبار الأول في إسقاط كرةٍ .... 7الحركة الطبيعية للجسم والحركة العرضيةباعتبارين أساسيين، هما 

النحاس أو شبههما من موضعٍ مرتفع على مرآةٍ مستويةٍ أُفقيةٍ من الحديد، ثم يتأمل الكرة عند ملساء من الحديد أو 
ويكون انعكاسها عن المرآة ....ويبين أن الكرة بعد الارتطام بالمرآة ترتد للأعلى. ارتطامها بالمرآة وبعد ذلك
 أما الاعتبار الثاني فيتلخص في .....8 إن ألقيت من مسافةٍ أقرب كان رجوعها أقلو ،أقوى والى مسافة أبعد

جعل المرآة قائمة في جدارٍ قائمٍ ليكون سطحها رأسياً، ثم تُقذف الكرة نحو المرآة  بقوةٍ، بحيث يشكل خط حركة 
ابن ويقول . الكرة زاويةً قائمةً على سطح المرآة، وثانياً على استقامة خطٍ مائلٍ على سطح المرآة وموازٍ للأفق

نها ترجع على العمود نفسه القائم على سطح المرآة موازية إ....ان مشاهداته عن الحالة الأولى في بيالهيثم
فإنه يجدها ترجع في الجهة المقابلة للجهة التي فيها الرامي، ... وفي بيان مشاهداته عن الحالة الثانية. للأفق

المرآة ميلاً شبيهاً بميل السهم عند ويجدها في أول رجوعها متحركةً على خطٍ موازٍ للافق، ومائلٍ على سطح 
  ... .9 تفويقه الى المرآة بالقياس الى الحس

  
إذ برهنت نظرية أينشتاين أنه لو كان في العالم المادي فضاء مطلق، لأمكن قياس سرعة الأرض المطلقة نسبةً إليه،   ‡

دار : ، عمانية النسبية الخاصة، مدخل مبسط إلى منطق نظرهشام. غُصيب، د :انظر. ولتحرك الضوء بخطٍ مستقيم
  .18، ص 1984الفرقان، 
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ليربطه بحركة الجسم الهابط إلى قوة الحركة،  مصطلحاً جديداً، هو ابن الهيثموكما هو ملاحظ، يستعمل 
إذا كانت مسافته أطول كانت حركته أقوى وأسرع، إن حركته المكتسبة إنَّما  . .... المناظريقول في. أسفل

مشابه لطاقة ) لقوة الحركـة( هذا المفهوم الجديد . ....10 ار المسافـة وبحسب مقدار الثقلتكون بحسب مقد
 ابن الهيثملكن من جهةٍ أخرى، يعرف . ما، إن لم يكن الطاقة ذاتها) مسافة(وضع الجسم الساقط من ارتفاعٍ 

ّـه كلما.....نفس المفهوم على الحركة الأفقية للكرة  ، وكأنه 11 قوى كان رجوع الكرة أقوىكانت قوة القذف أ أن
  .velocityالزخم، المفهوم الحديث لحاصل ضرب الكتلة والسرجهة القذف  -بقوة الحركـة يعني 

إن التمييز بين الزخم والطاقة في تاريخ الميكانيكا لم يكن سهلاً، وإنه وإن حلّت هذه الإشكالية في القرن 
  . عدم قدرته على التمييز بينهماابن الهيثمذا التاريخ تشفع لعالمنا الثامن عشر، فإن ثمانمائة سنة قبل ه

وإذا كان ... .المناظر من كتابه مصطفى نظيف حقَّه، نُورد له نصين أوردهما ابن الهيثموحتى نُوفي 
  مركباً من هاتين الحركتين كانت الحركة التي تحدث من هذه الممانعة مركبة من الحركة علىالحركةالاعتماد 

العمود القائم على سطح الجسم المانع في الجهة الخارجة من الجسم المانع، ومن الحركة نفسها التي كانت في 
 من الأولويتولد من هذا القسط . جهة العمود القائم على هذا العمود الممتد في الجهة التي إليها الحركة

هذا (حركـةٌ على العمود نفسه الذي عليه كان الاعتماد ومن ممانعة الجسم المانع ، لهذا القسط من الاعتماد، 
ويكون القسط الثاني من . من الاعتماد، وفي الجـهـة من هذا العمود المقابلة لجـهـة الاعتماد) القسط

الاعتماد الذي هو من الحركة على العمود القائم باقياً على حاله لم يبطل ولم يتولد منه حركةٌ مضادةٌ، لأن جهة 
  .12 فيها مانعهذا العمود ليس 

  بشكلٍ غير مباشر عن التّصادم بين جسمين ومعامل الارتداد فيقولابن الهيثموفي مكانٍ آخر يتحدث 
 إن الأجسام الثقال إذا سقطت إلى أسفل من موضعٍ عالٍ ثم لقيت عند مسقطها جسماً صلباً كالصخر أو....

رجوعها بحركةٍ قويةٍ، وإذا لقيت عند مسقطها الحديد أو ما جرى مجرى ذلك، إنعكست في الحال راجعةً ويكون 
وإن صادفت جسمـاً فيه بعض . جسماً رخواً كالرمل أو التراب أو ما شاكـل ذلك، إنتشبت فيه ولم ترجع

وكذلك إن . الصلابة وبعض اللين كالجِص أو الخشب أو ما جرى مجرى ذلك في اللين، رجعت رجوعاً ضعيفاً
لجهات فلقي ذلك الحجر جسماً من الأجسام الصلبـة قبل أن تـفنـى الحركة رمى رامٍ بحجرٍ إلى جهةٍ من ا

وان لقي جسماً فيه بعض الصلابة . التي فيه ، فإنه ينعكس راجعاً، واذا كانت حركـة قويـةً يرجع بقوةٍ قويةٍ
  .13 وبعض اللّين رجع رجوعاً ضعيفاً، بحسب ما في ذلك الجسم من الصلابة ثم انحطّ الى السفل

 قد تعامل مع الضوء ابن الهيثم، لتُدلّل على أن واضعها المناظرن هذه النصوص المقتبسة من كتابه إ
والاعتبار الأول يتلخص في أن يسقِط المعتبر كرةً صغيرةً ملساء من الحديد أو ...على أساس أنه جسيم مادي 
ووصول الضوء من الثقب إلى .... *متها، وذات سرعةٍ محددةٍ ، لم يحدد قي....14 النحاس أو ما يجري مجراهما

  ، مدركاً فكرة  تحليل السرعة إلى ....15 الجسم المقابل ليس يكون إلاّ  في زمان، وإن  كان خفياً عن  الحس
  
ثانية، / ألف كيلومتر225، أول من حدد رياضياً سرعة الضوء بقيمةٍ تقارب Ole Roemer  ،1676 أولي رومر  *

 من الإنفجار العظيم إلى ،موجز في تاريخ الزمنستيفن هوكنج، : انظر. أقمار المشتريوذلك من دراسته لحركة 
  .37، ص 1990أكاديميا : ، ترجمة حيدر، عبد االله، بيروتالثقوب السوداء
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، وإذا كان الاعتماد مركبا من هاتين الحركتين كانت ...ما عرف فيما بعد بالمتجهات وهوقسطين، مركِّبتَين، 
حادثة مركبةً من الحركة على العمود القائم على سطح الجسم المانع ومن الحركة على العمود القائم الحركة ال

مضيفاً إليهما الناحية الديناميكية التي تعني العلاقـة ، .... 16 على هذا العمود الممتد في الجهة التي إليها الحركة
وهذا الزخم محفوظٌ وثابتٌ في قوة الحركـة زخماً بين الحركة والقوة المؤثرة على الجسم، ومبيناً أن للضوء 

ويكون القسط الثاني من الاعتماد والذي هو من ... في ذلك الاتجاه مانعٍ، اتجاهٍ معين لعدم وجود قوةٍ عارضة، 
الحركة على العمود القائم على هذا العمود باقياً على حاله، لم يبطل ولم يتولد منه حركةً مضادة، لأن جهة هذا 

  .   كما أعطى تفسيراً تطبيقياً لمعامل الارتداد... .17 مود ليس فيها مانعالع

 فقد ،استناداً على ما ورد من استيعاب العرب والمسلمين للمصطلحات والمفاهيم الميكانيكية المختلفة
  .قوانينهنيوتن  الحركة بمفاهيم قريبةٍ لتلك التي صاغ بها قضيةا قوانين صـاغـو

إنك لَتَعلم أن الجسم إذا خُلّي وطباعـه، ولم ...رف الحركة الذاتية للجسم في إشارته، يعابن سينافهذا 
ُـعـرض له من خارجٍ تـأثـير غريب، لم يكن له بد من موضعٍ معيـن وشكلٍ معين  فإذن في طباعه مبدأ ،ي

م يؤثر عليه أي تأثيرٍ من ، ول) إذا تُرك وشأنه(نفهم من هذا القول أن الجسم وبمقتضى طبعه  .18  استيجاب ذلك
والطبع كما يعرفه الفلاسـفـة القدماء مبدأ لحركة الشيء الذي فيه هذا . خارجه، كجسمٍ يطلب المكان والتشكل

عن شعورٍ أم عن غير شعور، والتشكل هو مجموع علاقاتٍ داخلـيـةٍ في المادة ) الحركة(، سواء أكانت )الطبع(
) حركته نحو(إن وجود الجسم في . الزمان والوضع والكمية والكيفية وغيرهابذاتها، وتشمل مقولات المكان و

أي أن . المكان المعين هو ليس من فاعلٍ مختارٍ خارج الجسم، بل هو من ذات الجسم بطبعه وباستحقاقه الذاتي
أي أن .  خارجيطلب الجسم للمكان، وهو الحركة المكانية، تحدث من ذات الجسم، وعند عدم التأثير عليه بمؤثرٍ

هذه الإشارة تكافئ  بل هي . 19 استقرار الجسم وسكونه في موضعٍ معين يحدث حالما لا يؤثر عليه مؤثر خارجي
  . عند عدم التأثير عليه بمؤثرٍ خارجي- سكونه -جزء القانون الأول لنيوتن الذي ينص على عدم حركة الجسم 

وكل ......،  المعتبر في الحكمةة، وقد أورد في كتابه في قضية الحركبو البركات البغدادي كما بحث أ
حركةٍ ففي زمانٍ لا محالة ، فالقّوة الأّشد تُحرك أسرع وفي زمانٍ أقصر، فكلما اشتدت القّوة ازدادت السرعة 
فقصر الزمان ، فاذا لم تتناه الشـدة لم تتناه السرعة، وبذلك تصير الحركة في غير زمانٍ وأشد، لأن سلب 

هذا القول يفهمنا أن زيادة السـرعة وهي الفرق بين سرعتين في . 20الزمان في السرعة نهاية ما للشدة 
إن زيادة السرعة كمفهومٍ رياضيٍ حديث يرتبط بالتسارع .  اشتدادها-لحظتين متتاليتين تحدث من زيادة القّوة 

إن ربط زيادة السرعة وليس . السرعة) ادة أو نقصانزي( ارتباطاً وثيقاً، حيث أن قيمة التسارع تكافئ معدل تغير 
أو بالقوة لهو خطوةٌ هائلةٌ نحو إيجاد العلاقة الصحيحة بين معدل تغُير الأشّد  القّوةالسرعة فحسب، بزيادة القوة 

،  21هذا مع العلم ان الجملة الأخيرة من النَّص تُفسر في بعض الكتب.  قانون نيوتن الثاني-السرعة والقوة 
تقابل القوة، ليؤول النص إلى أن القوة تتناسب نهاية ما للشدة  يقابل التسارع وسلب الزمان في السرعةبحيث أن 

  .مع التسارع

إن الحلقة المتجاذبة بين ...... بقوله البغداديوبالنسبة للقانون الثالث للحركة فيعبر عنه أيضا 
 مقاومة لقوة الآخر، وليس إذا غلب أحدهما فجذبها نحوه المتصارعين لكل واحد من المتجاذبين في جذبهما قوة

تكون قد خلت من قوة جذب الآخر، بل تلك القوة موجودةٌ مقهورةٌ، ولولاها لما احتاج الآخر الى كل ذلك 
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الحلقة التي يجذبها جاذِبان ..... عن نفس القانون بشكل أفضل بقوله، الرازي الدين فخر كما ويعبر. 22الجذب
ان حتى وقفت في الوسط، لا شك أن كل واحدٍ منهما فعل فيها فعلاً معوقاً بفعل الآخر، ثُم لا شك أن متساوي

ُـعـارض لاقتضى اجتذاب الحلقة إلى جانبه  فكرة  الرازيويوضح. 23الذي فعله كل واحدٍ منهما لو خُلي عن الم
 ابن سينا،  معرض شرحه لإشارات تحت تأثير قوتين متساوتين في المقدار ومتعاكستين فيقول فيالاتزان

فالحبل الذي يجذبه جاذبان متسـاويا القوة الى جهتين مختلفتين لا يخلو إما أن يقال أنه ما فعل ............
واحد منهما فعلاً وهو محال، لأن الذي يمنع كل واحدٍ منهما عن فعله هو وجود فعل الآخر، أو يقال فعل 

قال كل واحدٍ منهما فعل أحدهما دون الآخر وهو أيضاً محال، وكان يجب أن يتحرك الجسم الى تلك الجهة، أو ي
  . ......24فيه فعلاً 

هذه الإرهاصات لم تجد من يناقشها المناقشة الوافية، ولم تُنقح من قِبل دارسيها، فبقيت طي الكتب 
لإسلامية، إذ تُرجِم بعضها الى اللغات كيف لا وقد كُتبت في أواخر فترة ازدهار الحضارة العربية ا. والمؤلفات

إن هذا  ليس تحديثاً للفكر القديم بما فيه إسقاط النظريات . اللاتينية مع بداية عصر النهضة الأوروبية الحديثـة
الحديثة المعاصرة على أفكار ونظريات العصور الوسطى، حتى لكأن كل ما يفكر به علماء وفلاسفـة عصرنا 

كما يجب علينا الحذر من الوقوع في . ء وفلاسفـة العصور الوسطى قد فكروا بهيجب أن  يكون علما
اللاتاريخية عن طريقٍ آخر معاكس، ذلك أن المبالغة في تجنبها سيؤدي تقريبا إلى الوقوع فيها، بما في ذلك من 

  .25وحاضرها  قطعٍ للصلة بين ماضي المعرفة البشريـة

 تطورت الميكانيكا بشكلٍ كبير، وقد برز علماء كثيرون سنُركّز في فترة النهضة الأوروبية الحديـثـة
  :على من تركوا بصماتٍ واضحةٌ في هذا العلم ومن أهمهم

، بالإضافـة إلى عبقريتـه في الرسـم وباقي العلوم فإنه بحث L.Devinci ،1452- 1519ليوناردو دافنشي 
وقال بأن الجاذبية ليست خاصية للأرض فقط، بل لكل . في مشاكل الطيران والأيروديناميكا والهيدروديناميكا

  .كما بحث في حركة الاجسام تحت تـأثير قوتي جذبٍ من مركزين مختلفين. الكواكب والأجسام
كما . ، أثبت بالتجربة أن كلّ الأجسام لها تسارع ثابتٌ أثناء سقوطهاG.Galileo ،1564- 1642 غاليليو غاليلي

  .رية النسبيـة ومبدأ القصور بشكلٍ بـدائيٍصاغ كلاً من مفهومي النظ
، أوجد التفسـير العصري للرابـطـة التي تربط حركة جميع الكواكب J.Kepler ،1571- 1630 يوهان كِبلر

صاغ ما يعرف اليوم بقوانين . أعطى البدايات لمبدأ الجذب المتبادل بين الكتل المختلفة. بالنظام الشـمسـي
قانون المسـاحات وقانون المسار الإهليلجي للكوكب أثناء حركته وقانون :  للأجرام السماويةالحركة الكَينَماتيكية

  .زمن دورته حول الشمس
المبادىء ، أنهى دراسته في جامعة كامبردج باصدار كتابه الرائع I. Newton ،1643- 1727 اسحق نيوتن

، وفيه صاغ 1687 عام Philosophiae Naturalis Principia Mathematica للفلسفة الطبيعية الرياضية
لقد عمم مفهوم القوة وعرف لأول مرةٍ . القصور والقانون الأساسي وقانون الفعل ورد الفعل : قوانينه الثلاثة
كما صاغ قانون الجاذبية العام الذي ينص على أن الأجسام تجذب بعضها البعض بقوةٍ تتناسب . مفهوم الكتلة

وعلى هذا الأساس صيغت القوانين الأساسية . لتيهما وعكسيا مع مربع المسافة بينهماطردياً مع حاصل ضرب كت



  
  
  
  
  
 

  7 

وقد اختبرت هذه القوانين فيما بعد بتجارب عديدةٍ، وتأكدت عملياً وعلمياً في . لما يسمى الميكانيكا الكلاسيكية
  .انيكا النظرية وبحق مؤسس علم الميكنيوتنلقد أصبح . التطبيق البشري والاجتماعى والانتاجي

في القرن الثامن عشر راحت تتطور بسرعة الطرق التحليلية لحل مسائل الميكانيكا، أي الطرق المبنية 
-1654يعقوب ؛ Bernoulli بيرنوليعلى تطبيق حساب التفاضل والتكامل، وقد برز في هذا الحقل الأخوة 

والأخير . L.Euler ،1707-1783يلر ليوناردو أو، ثم 1782 -1700دانييل  و1748 -1667يوهان ، 1705
، فقد J.L.Dalambert 1717- 1783دالمبير . ل.جأما . عرف عزم القصور وزوايا دوران الجسم الجاسئ

استحدث طريقةً جديدةً لحل مسائل الديناميكـا لا تختلف كثيراً عن حل مسائل الاتزان الاسـتاتيكي وتُعرف حالياً 
 الذي وضع الطريقة التحليلية J.Lagrange ،1736- 1813لاجرانج .جمواطنه وقد حذا حذوه . بمبدأ دالمبير

  .لحل مسائل الديناميكا على أساس مبدأ دالمبير ومبدأ الشُغل الافتراضى

جوكوفسكي . نكما شـهد القرن التاسـع عشر وبداية القرن العشرين تقدماً في علوم الطيران على يد 
N.Jukovsky ،1847-1921 تشـابلجين . س، وكذلكS.Tchabalgin 869- 1942 اللذين حلا عدداً من 

 . أ:أثْروا علم  الطيران بنظرياتٍ جديدةٍ منهم كما أن هناك العديد من العلماء الذين . المشاكل التكنيكية المـلحـة
 .كوضع الأساس لديناميكا الأجسام ذات الكتل المتغيرة، و ،A.Meschersky ،1859-1935ميتشيرسكي 

، وضع الأساس النظري لحل المسائل التطبيقية لصناعة K.Tsiolkovsky،1857- 1935يلكوفسكي تس
  .26الصواريخ وميكانيكا الفضاء

لقد دعمت قوانين نيوتن باكتشافات الكواكب تِباعاً، وقادت هذه القوانين أيضاً إلى اكتشاف كواكب جديدةٍ 
م من صِغر القوى المتبادلة بين كوكبٍ وآخر، فإنها ذات أثرٍ في  أنَّه، وبالرغ نيوتنإذ سـبق أن أدرك. وبعيدة

وقد . إحداث اضطراباتٍ صغـيرةٍ في مسار الكوكب الاهليلجي التـام والناتج من تأثير قوة جذب الشمس لوحدها
 أن وهذه درِست بعناية متزايـدة إلى. perturbationsدعيت قُوى الاضطراب الاضافية تلك بالتّرجـافَـات 

لقد كان عدد الكواكب . أضحت الجاذبية قوةً كونيـةً تعمل بين جميع الكواكب والأجسام في النّظام الشّمسي
ورانُوس  من اكتشاف الكوكب السابع أ1781ُ عام W.Herchelوليم هيرشيل المعروفة ستـةً عندما تمكن 

Uranous حل ، الذي يبعد عن الشمس ضعف بعده عن الكوكب السادسزSaturn . ه وحساب مدارهرصد لقد تم
إذ مرت .  في عجلةٍ من أمره لرسم مداره الذي تم التنبؤ بهأورانوس عاماً، لم يكن 84المستقبلي، وبدورةٍ تُناهز 

خمسون عاماً تقريباً قبل أن يثبت أن مسار الكوكب لا يتبع المسار المحدد له حسابياً، والناتج من تأثير الشمس 
والمثير للدهشة، إن قانون الجذب الكوني لنيوتن بدا وكأنه عاجز عن حل أو تفسير هذه . ة الأولىوالكواكب السبع

، أحد الفلكيين من بطرسبورغ، وجود كوكب Lekselليكسل وعلى نقيض ما كان متوقعاً، افترض . الظاهرة
، J. Adamsجون أدامز  فاكتشف الشّابان. أورانوسمجهول، لم يكتشف بعد، ربما يؤثر بتَرجافٍ محدد على 

 من فرنسا، وكلاهما يجهل الآخر، U. Leverrier ،1811- 1877 إيربان ليفيرييهمن إنجلترا و 1892 -1819
 بناء على حساباتٍ تستند الى قانون الجذب الكوني والترجافات الناتجة عن 1846 عام Neptune نبتونالكوكب 

   .27 أورانوسالكواكب السبعة الأولى بما فيها
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أورانوس  ونبتونولقد قادت سلسلةٌ مشابهةٌ من الأحداث، رغم أنها أقل إثارةً، وبعد حساباتٍ على كوكبي 
، Pluto بلوتوبينت ضرورة وجود كوكب آخر بعد نبتون، إلى اكتشاف الكوكب التاسع، والأخير حتى الآن، 

  . عاماً أرضيا248ًوتحددت دورته ب 

، Mercuryعطارد ميكانيكا نيوتن قد ورد من خلال دراسة كوكب وفي الحقيقة؛ إن أول إلماعٍ لعجز 
فمع كل دورةٍ له حول الشمس ثبت أن نقطة حضيضه .  يوماً أرضياً فقط88الذي ينهي دورته حول الشمس في 

perihelion عادل  قليلاً باتجاه دوران الكوكب نفسه، بمقدارٍ) تنحرف(، تسـتبققوسية لكل مئة   ثانيةً 43 ي
إحدى . هذا الاسـتباق كان معروفاً لعشرات السنين، بدون هذه الدقـة، وأيضاً بدون تفسيرٍ علميٍ مقنع. 28عام

الظواهر الأخرى التي لم تُفسـرها قوانين نيوتن هو عدم التطابق بين الصور التلسـكوبية الملتقطةِ لعددٍ من 
 أن تحرك هذه النجوم يكاد يكون معدوماً، أو في النجوم البعيدة أثناء رصدها وفي أوقاتٍ مختلفةٍ من السنة، مع

  .أحسن الأحوال أُخذ هذا التحرك بعين الاعتبار، إلا أن قانون الجذب الكوني وقف عاجزاً عن تفسـيرها

، أعطى وعرف حدود استخدام قوانين نيوتن على المستوى A. Einstien ،1879- 1955 ألبرت أينشتاين
، التي بين فيها Special Relativity، عندما أعلن عن نظريته النسبية الخاصة 1905كان هذا في عام . العياني

أن سرعة الضوء ثابتةٌ في الفراغ، أياً تكن سرعة مصدره بالنسبة إلى المشاهد، وأن الزمن ليس مطلقاً بل متغيراً 
، عندما بين أن كلّ 1916 عام General Relativityثُم أتبع هذه النظرية بالنظرية النسبية العامة . تبعاً للسرعة

، كالفوتونات والنيوترونات في مجال قوة الجاذبية يتحرك بخطٍ منحنٍ، وفي immaterialجسمٍ ماديٍ ولا ماديٍ 
 Principle of Equivalence التكافؤ مبدأ إلى  أينشتاينكما استند. حالاتٍ خاصة سيكون هذا الخط مستقيماً

 length contraction التحويلية لانكماش الطول Lorent’s Formula ورنتسصيغة ل و1915الذي صاغه عام 
1 وفْقَاً للنسبةtime dilationوتباطؤ الزمن  1 2: ( / )− v c أن الضوء المار في مجالٍ جاذبي يعاني دفحد 

عادلات النسبية فوجده وهذا الانحناء حسب لضوء النجوم المار بجانب الشمس من م. الانحناء بقدرٍ يمكن قياسه
  . 29 ثانيةً قوسية 1.75

ونظراً لأن أشعة الضوء القادمة من نجمٍ لا يـمكـن أن تُرى في وضح النهار لِتَغَلُّب أشعـة الشمس 
لهذا قامت .  لا بد أن يتم في وقت كسوف الشمس الكّليأينشتاينعليها، فإن إثباتَ انحناء الضوء واختبار تنبؤ 

، حيث استقرت 29/05/1919يتان بإثبات هذه المسألـة أثناء الكسوف الشمسي الذي حدث في بعثتان بريطان
إحداها في خليج غينيا في أفريقيا، بينما تركزت الثانية على الطرف المقابل للمحيط الأطلسـي في شمال 

لسماء عندما وقد قامت البعثتان برصد النجوم حول الشمس المكسوفة وصورت نفس المنطقة من ا. البرازيل
وتوصلت . لقد أظهرت المقارنة بين الصور الناتجة اختلافاً ما في مواقع نفس النجوم. ابتعدت الشمس عنها

البعثتان، بعد حسـاب الخطأ الناجم عن عدم الدقة في الأجهزة والأمور الأخرى إلى أن مقدار الانحراف بلغ 
  . 30 ثانيةً قوسية 1.72

لى لصحة النسبية فلكيةً، لاعتمادها قياساتٍ تشوبها شكوك قد يستحيل تبديدها، وبينما كانت الاختبارات الأو
فبعد النجاح في التقاط صدى رادارٍ من كوكب . إذ تمت القياسات عندئذٍ في المختبر، 1960 تغير الحال منذ العام

 أو عدمه على ، قيس الوقت الذي استغرقته الموجات لبلوغ الأرض في حالتي وجود الشمسVenusالزهرة 
لقد دلت هذه القياسات على أن هناك توافقاً مع النسبية بفارقٍ يقل . المسار، وتمت مقارنة الوقت المقاس بالنظرية
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0.1%عن 
جامعة هارفارد بفعل الجاذبية الأرضية /كما انحرف الشعاع الضوئي الصاعد في مختبر جفِرسن. 31

  .32نحو الحمرة إلى الدرجة المتوقعة تماماً 

 فرضيته الكمية التي قال فيها أن الضوء 1900، عالم ألماني نشر عام M. Planck، 1947-1858 ماكس بلانك
ولكل كمquanta . والموجات لا يمكن أن تنبعث بمعدلٍ عشوائيٍ اعتباطي، بل في حزمٍ معينة، أسماها الكمات 

quantumمعين من الطاقة معدلَ .  مقدار بثِّ الإشعاعات المرئية من الأجسام الحارة لقد فسرت فرضية الكم
، عندما عرف عالم ألماني آخر 1926تفسيراً جيداً جداً، إلا أن مضامينها بالنسبة إلى الحتمية لم تُدرك إلا سنة 

Uncertainty Principle) اللاحتمية (مبدأ الريبة W. Heisenberg 1976 -1901 ورنر هايزنبرغهو 
إذ . 33

ففي سبيل التنبؤ بحركته في . مبدأ على استحالة القياس المتزامن والدقيق لموقع وسرعة أي جسيميقوم هذا ال
كما .  فوتوناً على الجسيم فحدد موقعه، لكن الجسيم امتص طاقة الفوتون فتغيرت سرعتههايزنبرغالمستقبل، سلّط 

قةٍ أكبر للكم الواحد، فيكون تأثر سرعة أن قياس الموقع بدقةٍ متناهية يتطلب استخدام موجاتٍ قصيرة جداً، وبطا
وبكلمةٍ أخرى، كلما أردنا قياس موقع الجسيم بدقة أكبر، كلما تناقصت دقتنا في قياس . الجسيم بمقدارٍ أكبر

فالإليكترون، مثلاً، هو جسيم بالغ الضآلة ويستتبع قياس موقعه في الذرة ارتداد . سرعته، والعكس بالعكس
مهما يكن من أمر ، تُفضِي القوة البالغة للضوء إلى اقتلاع الإليكترون من الذرة وتغيير . عنهالفوتونات الضوئية 

  . سرعته وبالتالي موقعه

وبعد، يمكننا القول بثقةٍ أن الميكانيكا أضحت اليوم علماً يصف حركة الأجسام المادية بشرطٍ واحد، أن لا 
إذ بينت النظرية النسبية أن قوانين نيوتن لا تستطيع وصفَ حركة . تكون هذه الأجسام سريعةً جداً أو صغيرةً جداً
، Quantum Mechanicsوفي وقتٍ لاحقٍ، بينت ميكانيكا الكم . الجسم الذي سرعته قريبةٌ من سرعة الضوء

إن . التطور الآخر للقرن العشرين، أن ميكانيكا نيوتن لا تستطيع وصف الحركات الداخلية في الذرات أيضاً
وعلى ذلك . نسبية وميكانيكا الكم قد قلمتا أطراف الميكانيكا مختزلتين إياها من قطاعٍ لا متناهٍ إلى قطاعٍ متناهٍال

  . أضحت الميكانيكا علماً صائباً كلياً لوصف الطبيعة في قطاعٍ محدد
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  KINEMATICS اتِيكامالكَينِ
 نِعلمفرع الميكانيكا النظرية الذي يبحث في الخواص الهندسية لحركة الجسيمات والأجسام هو اتيكامالكَي 

 هي القسم ماتيكاالكَينِو. أو للقوى التي تنتج أو تحافظ على هذه الحركة/ دون اعتبار لكتل العناصر المتحركة و
 ماتيكاالكَينِولذلك تدرس مادة . Dynamics، وقبل الديناميكا Staticsسـتاتيكا ي من أقسام الميكانيكا، بعد الإالثان

الأساسيات  ية ومعرفتها منماتيكالكَينِإذ يعتبر تحديد العلاقات . إما كجزءٍ مســتقل، وإما كمقدمةٍ لعلم الديناميكا
   .الديناميكيةحركة الجسيم من وجهة النظر  عند دراسة

 الجسم المتحرك change  of  positionوتعرف الحركة الميكانيكية في الفراغ بأنها تغير موضع 
وحتى نحدد موضع جسم متحرك تحديداً كاملاً في الفراغ بالنسبة إلى جسم . بالنسبة إلى جسم آخر بمرور الزمن

وفي العادة تُدعى هذه النقطة بنقطة الأصل . يهاآخر، نثبت نقطةً في الجسم الثاني، وندرس الحركة بالنسبة إل
وإذا ما كانت نقطة الأصل نقطةً ثابتةً في الفضاء كمركز الشمس أو . frame of referenceلإطار الإسناد 
وبالعكس إذا . fixed frame، أو إطاراً ثابتاً inertial frame كان هذا الإطار إطاراً قصورياً 1 مركز الأرض

الإسناد نقطةً على سطح الأرض أو حتى على سطحِ جسم آخر متحرك، كسفينة في البحر، أو كان مركز إطار 
   .moving frameشاحنة تسير على طريقٍ ما، دعي هذا الإطار بالإطار المتحرك 

وحيث إن الكثير من الحركات في الطبيعة لا يتم بهذا التعقيد، لذا يمكن اعتبار نقطةٍ ما على سطح 
وبالعادة نرمز للحركة بالنسبة . داية الحركة مركزاً لإطارٍ قصوري أو إطارٍ ثابتٍ بدقةٍ كبيرةالأرض أو نقطة ب

relative   ، وذلك لتمييزها عن الحركة النسبيةabsolute motionلإطار إسنادٍ قصوري بالحركة المطلقة 

motionلحركة المطلقة هي الحركة وكما سنرى في الباب الثالث فإن ا.  المقيسة بالنسبة لإطار إسناد متحرك
  . بالنسبة لنظام إحداثياتٍ مثبت في مركز الكون

___________________________________________________________________________________
  

طار ومع هذا نعتبر كلاً منهما مركزاً لإ. في الحقيقة، يعتبر المركزان، مركز الشمس ومركز الأرض متسارعين أيضاً  1
، الباب الثالثلمزيدٍ من التفاصيل، انظر . إسنادٍ قصوري، لأن تسارع أيهما ذو رتبةٍ أدنى من تسارع الجسم قيد الدراسة

  . 72، صأُطُرِ الإسناد: البند
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والجسم الذي يظل في الموقع نفسه طوال الوقت بالنسبة إلى إطار إسنادٍ ما هو جسم ساكن بالنسبة لهذا 
وبالعادة تجري . يكون الجسم متحركاً إذا تغيرت إحداثيات بعض عناصره على الأقل بمرور الزمنالإطار، بينما 

. والفراغ الذي نتحدث عنه هو فراغ أُقلِيدس ذو الأبعاد الثلاثة. الزمن) سريان(الحركة في الفراغ عند مرور 
تسرى بطريقةٍ واحدة لجميع أطر  absolute quantityويعتبر الزمن في الميكانيكا الكلاسيكية كميةً مطلقةً 

وبينما يعتبر المتر وحدة الطُّول . t والزمن Lولذلك تشمل مسائل الكَينَماتِيكا الكميتين الفيزيائيتين الطول . الإسناد
SIللوحدات النظام الدولي في 

. واني ، يتغير باستمرار ويقاس بالثscalar quantity، يعتَبر الزمن كميةً قياسيةً 2
 كمياتٍ مشتقةٍ من الكميتين السابقتين acceleration والتسارع velocityكما تعتبر الكميات الأخرى كالسرجهة 

   .الطول والزمن

أي أن يكون . ويتطلب حل المسـائل الكَينَماتِيكية أن تكون الحركة نفسها معطاةً وموصوفـةً بطريقـةٍ ما
داً في كل لحظـةٍ زمنيةٍ بالنسبة إلى إطار الإسناد المعين، ليدعى ذلك موضع الجسـم المتحرك أو النظام محد

وتبعاً لذلك تنحصر المسألة الكَينَماتِيكية الأساسية في تعيين .  الجسمequation of motionبمعادلة حركة 
ن حركة ولأ. ، وذلك عند معرفة معادلة الحركةtrajectoryالسرجهة ومتجه التسارع مضافاً إليهما المسار 

 فإننا نبدأ بوصف حركة الجسيم المفرد system  of particles أبسطُ بكثير من حركة النظام particle 3الجسيم
   .كَينَماتِيكياً

  طرق وصف حركة الجسيم كَينَماتِيكياً 21.

.  زمنيةتتحدد حركة جسيم ما بتحديد مكانه على خطِّ المنحنى أو المستقيم الذي يتبعه الجسيم في كل لحظة
ولذلك فمسار الجسيم هو المحلُّ . الجسيم عليه دائماً بالمسار) ينزلق(ويعرف المنحنى أو المستقيم حيث يتحرك 

وفي العادة، يمكن .  لرأس متجه موضع الجسيم عند حركته في الفراغ بالنسبة إلى إطارِ إسنادٍ ماlocusالهندسي 
   . طريقة المتجهات أو الطريقة التحليلية أو الطريقة الطبيعية:وصف حركة الجسيم بإحدى الطرق الثلاث الآتية

  Method  Vectors طريقة المتَّجِهات 2.21.

 الجسيم في الفراغ بواسطة المتَّجِه الذي تنطبق بدايته على مركز الإطار positionيتحدد موضع 
، rويرمز لهذا المتجه بالرمز. 21.شكل  ، Pالجسيم المتحرك ) مركز(، بينما تنطبق  نهايته على Oالقصوري 

OP =r ف اختصاراً بمتجه الموضعرعالذي ي ،position  vector . ومن الطبيعي أن تجعل حركة الجسيمP 
 المتجهrاهِه وخَطِّ عملهفي مقداره واتِّج متغير ولذلك يمثل متجه الموضع دالة زمنية، أي دالة الكمية .  متجه

  tياسية الق
r = r (t) 1.2 

  

2     SI مختصرة من التعبير الفرنسيSysteme International.  
  .70، ص الباب الثالث الوارد في الجسيم المادينظر تعريف أ  3
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  حركة الجسيم في خطٍ منحنٍ، لأنها تتيح في كل21.وتُعرف المعادلة 
ومن . tبدلالة الزمن  وإيجاد مواضع الجسيم المتحرك rلحظة زمنية رسم المتجه 

، t، أي معرفةً لكل قيم الزمن  دالةً متصلة21ً.الطبيعي أن تكون المعادلة 
   .وتفاضليةً مرتين على الأقل

  Analytical Method الطريقة التحليلية 2.12.

 على محاور 21.تتحدد حركة الجسيم بالطريقة التحليلية بإسقاط المعادلة 
  الإحداثيات المختلفة

Pr

O  

  21.شكل 

  Cartesian Coordinates 4 الإحداثيات الديكارتية 2.1.21.
   بدلالة مركباته21.إذا عرفنا متَّجِه موضع الجسيم، معادلة 

r = x i  +  y j +  z k 
  فيمكن كتابة معادلة حركته بدلالة الأجزاء 

x  = x (t) , y  = y (t) ,  z  = z (t) 2.2 
 الجسـيم في الإحداثيات  تمثل معادلات حركة22.هذه المعادلات 

وهي دوالٌ زمنيةٌ متصلة وتفاضلية على . 22.شكل  الديكارتية،
   .الأقل مرتين

، فإن Oxyوإذا ما تحرك الجسيم في مستوى ما، وليكن 
  22.حركته تتحدد بالمعادلتين الأوليتين من معادلات 

x  =  x (t) , y = y (t) 1.2.2 
، Ox مستقيم، وليكن المحور أما إذا تحرك الجسيم حركةً في خطٍ
  فإن حركته تتحدد بالمعادلة الوحيدة

x  =  x (t) 2.2.2 

P

r

O y

x

z

x

z

y
  

  22.شكل 
  في 22.وتمثل المعادلات . rectilinear  motion، بالحركة المسـتقيمة 2.22.وتدعى الحركة الممثلة بالمعادلة 

 دور t، حيث يلعب الزمن icparametr وقت واحد معادلة مسـار الجسيم المتحرك بالصورة البارامترية
ويمكن حذف الزمن من معادلات الحركة لإيجاد معادلة مسار الجسيم بالصورة العادية، أي . البارامتر المستقل

  .الصورة التي تربط الإحداثيات الثلاث، أو اثنين منها مع بعض

   Cylindrical and Polar Coordinates  والقطبيةالأسطوانيةالإحداثيات  2.1.22.

 z و r ،ϕ الأسطوانية، بدلالة الإحداثيات 21.نستطيع تحديد حركة الجسيم المعرفة بالمعادلة الاتجاهية 
   بأيٍ من الشكلين التاليين

  

، رياضي وفيلسوف فرنسي ومخترع الهندسة التحليلية، Rene Descartes ،1596- 1650ديكارت  رينيهنسبةً إلى  4
  . وإن لم يكن بشكلها الحالي
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x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , z = z (t) 1.3.2 

r = r(t)  , ϕ  = ϕ (t) , z = z (t) 2.3.2 

 ارتفاع الجسيم z، بينما يمثل polar angle الزاوية القطبية ϕ، و Oz بعد الجسم المتحرك عن المحور rحيث 
لية على الأقل  تمثل دوالاً متصلةً وتفاض23.والمعادلات . 23.شكل ، Oxyفي اللحظة المعينة عن المستوى 

   ϕ و r، يتحدد موضع الجسيم بالإحداثيين القطبيين 24. شكلوإذا ما تمت الحركة في مستوى ما، . مرتين
r  =  r(t) , ϕ  =  ϕ (t) 3.3.2 

P

r
O y

x

z

x

z

y

ϕ

  
   23.شكل 

P
r

O
ϕ 

  

24.شكل 

  Coordinates  Spherical الإحداثيات الكروية 2.1.23.

 يمكن تحديد حركة الجسيم في الإحداثيات الكروية
    ، بالشكل التالي25.شكل   ،ϕ و r ، θ) الكرية(

r = r(t) ,θ = θ (t) , ϕ = ϕ (t) 4.2 

  . معادلات متصلة وتفاضلية على الأقل مرتين4.2وهذه المعادلات 

  

  Natural  Method  الطريقة الطبيعية 2.13.

P(x,y,z)
r

O
y

z

θ 

ϕ

z 
= 

r c
os

 θ
 

x= r sinθ cosϕ

y = r sinθ sinϕx  

25.شكل 

نفترض أن .  إلى أي نقطة ثابتةٍ عليهيتحدد موضع الجسيم المتحرك إذا كان مساره معروفاً زمنياً بالنسبة
نختار . 26. شكل، AB بالمنحنى Oxyzمسار الجسيم محدد بالنسبة لإطار الإسناد الثابت بالإحداثيات الديكارتية 

 كنقطة ثابتةٍ لبداية القياس، ثم نعتبر المسار محوراً منحنياً للإحداثيات، ونحدد عليه الاتجاهين الموجب oPالنقطة 
 على المسار المنحني تحديداً وحيد القيمة Pوبالتالي يتحدد موضع الجسيم . أي محورٍ عادي للإحداثياتوالسالب ك

، مقيساً على قوس المسار المعروف، وبالإشارة oP المساوي لبعده عن نقطة البداية Sبالإحداثي المنحني 
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. وهلم جرا..... 2Pثم  1P الجديدة  إلى مواضعهoP الابتدائيوعند الحركة ينتقل الجسيم من موضعه . المناظرة
    المحددة لموضع الجسيم على المسار المنحني بدلالة الزمن بالعلاقةSوتتغير المسـافة 

S = S ( t ) 5.2  

ولذا، لوصف حركة الجسيم وتحديدها .  الجسيم في الإحداثيات الطبيعيةdisplacementالتي تمثل إزاحة 
 الجسيم و نقطة بداية القياس والاتجاه الموجب للحركة وأخيراً إزاحة الجسيم بالطريقة الطبيعية يجب تحديد مسار

  . على ذلك المسار

، قد يحدد موضع الجسيم 25. في المعادلة Sلكن المقدار 
فمثلاً . المتحرك، ولا يحدد المسافة التي يقطعها الجسيم المذكور

  وحتى وصل إلى النقطةoPإذا تحرك الجسيم من نقطة البداية 
2P 1 ثم رجوعاً إلى النقطةP المضاد ، فإن الإحداثي الاتجاه في 

S 1 في هذه اللحظة يساوي القوسPoP بينما تكون المسافة 
. 1P2P  و2PoPالمقطوعة خلال زمن الحركة مساوية للقوسين 

   .Sوهذه غير مساوية للإحداثي 

وأخيراً، إذا كانت الحركة تتم في خطٍ مستقيم، وليكن 
Oxإن إزاحة الجسيم تتبع الحركة على الإحداثي المذكور مثلاً، ف   

O y

x

z

A

B

Po

P1

P2

-
+

S

  

26.شكل 

x   =    x(t) 1.5.2 

   العلاقة بين الطريقة الطبيعية وطريقة الإحداثيات لتحديد الحركة 2.14.

 شكل .، عندئذٍ يمكن تعيين مسار الجسيم2.21.، أو بالمعادلات 22.إذا عرِفَت حركة الجسيم بالمعادلات 
  dr،rd= dS يساوي تقريباً طول الإزاحة الأولية dS طول القوس الأولي  يبين إن27.

dr = dx i  +  dy j  +  dz k    ⇒   dS2 = dr2  = dr ⋅ dr = dx2 +  dy2 +  dz2  
   أو

dtzyxdS 222  ++=  

dtxdxحيث إن  =....  .ً0 وباعتبار أن المسافة المقطوعة الأولية تساوي صفرا = oS 0  للزمن = t فإننا نحصل 
   بعد تكامل المعادلة الأخيرة على بعد الجسيم من نقطة البداية

tdzyxS
t

0

222∫ ++=    6.2 

  .التي يمثل حساب تكاملها إزاحة الجسيم
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  Velocity of a Particle سرجهة الجسيم 22.

ولتحديد سرجهة . سية لحساب حركة الجسيمتعتبر السرجهة كمتَّجِه إحدى المميزات الكينماتيكية الأسا
اعتبر أن الجسيم يتحرك . جسيمٍ في لحظة ما، نحدد أولاً مفهوم السرجهة المتوسطة للجسيم خلال فترة زمنية ما

 على ذلك المسار المحدد بمتجه P في الموضع t، وإنه تواجد عند اللحظة الزمنية 28.شكل ، ABعلى المسار 
 على المسار نفسه والمحدد 1P في الموضع )t∆ + t(جسيم وتواجد عند اللحظة الزمنية وإذا تحرك ال. rالموضع 

 متجه إزاحة الجسيم وكما يتضح من نظرية المتجهات والمثلث 1PPعندئذ يدعى المتجه  . 1rبالمتجه الجديد 
O1PPفإن     

PP1  = ∆r = r1   -  r 

    فإننا نحصل على السرجهة المتوسطة∆tية وإذا ما قسمنا متجه الإزاحة الناتج على الفترة الزمن

P1

O y

x

z P
r

dS

r1

dr

B

A

  
  27.شكل 

P1

O y

x

z P
r

r1

A

B

t

t + ∆t

∆S

∆r

  
28.شكل 

vav t
=

∆
∆

r
   7.2 

 في ∆r مكافئاً لمتَّجِهِ الإزاحة avv، يكون متجه السرجهة المتوسطة  كميةٌ موجبةٌ دائماً∆tوحيث إن الكمية القياسية 
   .لجسيمالاتجاه وخط العمل، أي أنه مكافئٌ لخط عمل واتجاه حركة ا

 زيت خلالها السرجهة المتوسطة مسِبومن الواضح أيضاً، أنه كلما صغرت قيمة الفترة الزمنية التي ح
 المقدارavvوحتى يصبح مميز الحركة هذا .  حركة الجسيم بدقةٍ أكبرavv ،غير متوقفٍ على اختيار الفترة الزمنية 

المفهوم الرياضي لمشتقة متَّجِه الموضع أو السرجهة بل على اللحظة الزمنية نفسها، من الضروري تعريف 
، إذا ما وجدت هذه t عند الزمن avv التي تعرف بنهاية السرجهة المتوسطة instantaneous velocityاللحظية 

  أو رياضياً.  للصفر∆tالنهاية، عندما تؤول الفترة الزمنية 

lim lim
∆ ∆

∆
∆t av t t→ →

=
0 0
v r            ⇒  v =

d
d t

r
 8.2 
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 باتجاه Pوحيث إن المماس في الموقع .  تساوي مشتقة متجه موضع الجسيم)اللحظية(أي أن سرجهة الجسيم 
 للصفر، تتجه السرجهة دائماً على امتداد ∆t عندما تؤول 1PPالحركة هو الاتجاه النهائي الذي يؤول إليه الوتر 

، يمكن 28.وبالاعتماد على تعريف السرجهة، معادلة . ةالمماس لمسار الجسيم في ذلك الموقع وباتجاه الحرك
  للوحداتالدولي النظاموتحدد السرعة في . تعريف وحدة القياس للسرعة كوحدة طول مقسومة على وحدة زمن

SI بالمتر لكل ثانية ]s/m] = [v [.   

   سرجهة الجسيم طرق حساب 2.21.

  ت الديكارتية حركة الجسيم محددة بالإحداثيا2.2.11.

   ، محدد بدلالة مركباته21.إذا افترضنا أن متجه موضع الجسيم، معادلة 
r = x i  +  y j +  z k  

، فإن 29.شكل ، t إحداثيات الجسيم في اللحظة z و x ،yحيث 
 سرجهة الجسيم تساوي مشتقةَ متجه موضعه

v i j k  = =
+d

dt
d x y z

dt
r ( + )  

v = i +  j +  kdx dy dz
dt dt dt

 9.2 

  ركبات السرجهة على المحاور الديكارتية الثابتة تتحدد م

x=dt
dx iiivx ⋅=⋅=v  

y=dt
dy

y
jjjv ⋅=⋅=v  1.9.2 

z=dt
dz

z
kkkv ⋅=⋅=v  

P

yx

z

vx

O

i

k

v

r

y

j
z

x

vy

vz

  
  29.شكل 

 محاور ثابتةٌ بشكلٍ مطلق ، فتكون متجهات الوحدة الموازية لهذه المحاور z و x ، yحيث إن المحاور الديكارتية 
i ، j  وkوتبعاً لذلك، تساوي مشتقاتها الصفر. هات ثابتة المقدار والاتجاه أيضاً متج   

d
dt

d
dt

d
dt

i j k
= = = 0  10.2 

ومن ذلك نستنتج أن مركبات السرجهة على الإحداثيات الديكارتية الثلاث هي المشتقات الأولى لإحداثيات الجسيم 
  Ι.16 قياساً على المعادلة  فيتحددspeedأما مقدار هذه السرعة . 22.المناظرة، معادلات 

2222
z

2
y

2
x zyx  ++=++== vvvvv  1.11.2 

  Ι.15ويميل متجه السرجهة على المحاور الديكارتية بالزوايا، معادلة 

cos , cos , cosα β γ1 1 1= = =
v
v

v
v

v
v

x y z   2.11.2 

 z و x ، y زوايا ميل متجه السرجهة على محاور الإحداثيات الديكارتية الثابتة 1γ و1α ،1βحيث تدعى الزوايا 
  .الترتيبوب
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   حركة الجسيم محددةٌ بالإحداثيات القطبية 2.2.12.
، يتحدد متجها الوحدة القطبيين 2.31.إذا كانت حركة الجسيم في مستوى معرفةً بالمعادلات القطبية 

موازي  ومتجه الوحدة العمودي على متجه الموضع والreمتجه الوحدة الموازي لمتجه الموضع : بالطريقة التالية
  .210.شكل ، ϕeلاتجاه الزيادة في الزاوية القطبية 

ة القطبية كميات ، فإن متَّجِهات الوحد210.، معادلة يكارتية ثابتةٌ مقداراً واتجاهاًوبينما متَّجِهات الوحدة الد
   ويمكن حساب هذه الأخيرة بدلالة متَّجِهات الوحدة الديكارتية. تجاهياًإمتغيرة 

er  =    i  cos ϕ  +  j sin ϕ  12.2 

eϕ = -  i  sin ϕ   +  j cos ϕ 13.2 

 بينما مشتقات هذه المتجهات

ϕ=ϕϕ+ϕ−= ϕ etd
d}cossin{td

d r jie  14.2 

ϕ−=ϕϕ+ϕ−=ϕ rtd
d}sincos{td

d
eji

e
 15.2 

 
بناء على ما تقدم، يتحدد متجه موضع الجسيم بالمعادلة 

  الاتجاهية
r  =  r er 16.2 

تجه الموضع، معادلة كما تتحدد سرجهة الجسيم كمشتقة م
.28  

v = = +
d
d t

d
d t

r
d
d tr

rr e er
 

    في المعادلة الأخيرة، نجد أن214.وبتعويض المعادلة 

ϕϕ+== ee  rrtd
d

rv r   1.17.2 

  أو
 v  = vr er  + vϕ eϕ 2.17.2 

r P

v

vr

ϕ

y

x

j er

O i

vϕ 

eϕ

 

210.شكل 

السرعة  ϕvموضع، بينما  التي تمثل التغير في مقدار متَّجِه الradial  velocity السرعة النِّصقُطرية rvحيث إن 
ويتحدد مقدار السرعتين .  التي تمثل التغير في اتجاه متجه الموضعtransverse velocityالمستعرِضة 

   النصقطرية والمستعرِضة بالعلاقتين التاليتين
ϕ== ϕ  r,r vv r  18.2 

   وبالتالي فسرعة الجسيم
22222

r rr ϕ+=+= ϕ vvv   19.2 
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   الأسطوانية الجسيم محددةٌ بالإحداثيات حركة  3.1.2.2

، يمكن كتابة العلاقة بين 211. شكلبالاعتماد على 
    والديكارتية كما يليالاسطوانيةالإحداثيات 

r = r (t) , ϕ = ϕ (t), z = z (t) 20.2 

. 23. دوال زمنية معروفة كالمعادلات z و r ، ϕحيث إن 
  مركبات السرجهة

(t)z

r
r







=

ϕ=

=

ϕ

z

r

v

v
v

 21.2 

  وبالتالي فالسرعة تأخذ القيمة

P

y

z

O

r

z

x

y

vr

vz

vϕ 

x

ϕ

  
211.شكل 

2222222 zrr  +ϕ+=++= zyx vvv=vv  22.2 

 

   حركة الجسيم محددةٌ بالإحداثيات الكروية 2.2.14.
 يمكن كتابة العلاقة بين الإحداثيات الديكارتية والكروية،

  212. شكل
x = r sin θ cos ϕ 
y = r  sin θ sin ϕ 23.2 
z = r cos θ 

 دوال زمنيةٌ محددة t(θ = θ( و ϕ = ϕ)t(r= r  ،)t(حيث إن 
تتحدد مركبات سرجهة الجسيم بالمشتقات . 24.كالمعادلات 

  223.فمن معادلات . الأولى للإحداثيات الديكارتية المناظرة
 نجد أن

vr
z

x

yϕ 

θ 
r

x
y

z

vϕ 

vθ 

  
212. شكل

 
θsinθrθcosrz

cosθsinrsinθcosθrsinθsinry

sinθsinrcosθcosθrcosθsinrx

z

y

x







−==

ϕϕ+ϕ+ϕ==

ϕϕ−ϕ+ϕ==

v

v

v

 24.2 

 ختصار نحسب سرعة الجسيم بقليلٍ من الا222.وقياساً على المعادلة 

2222222
z

2
y

2
x θrθsinrr  +ϕ+=++= vvv=vv  25.2 
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   حركة الجسيم محددةٌ بالإحداثيات الطبيعية  5.1.2.2

إذا . 25.لنعتبر أن مسار الجسيم محدد رياضياً بالمعادلة        
 إلـى  P مـن الموضـع     ∆tانتقل الجسيم خلال الفترة الزمنيـة       

، AB، وبلغت إزاحته على امتداد منحنى الحركـة         1Pالموضع  
، 1PP، والمساوية تقريباً لطول الـوتر       ∆Sالمقدار  ،  213.شكل  

  سرجهة الجسيم المتوسطة. ∆rأو
vav =

∆
∆
r
t

                                    26.2 

 tوعلى نفس المنوال، يعرف معدل تغير الإزاحة عنـد الـزمن            
، إذا ما وجدت هذه النهايـة،       226.كنهاية خارج القسمة، معادلة     

  ؤول الفترة الزمنية إلى الصفرعندما ت

  
A

B

P 

P1

S

∆ r

S1

r
∆ S

Ox y

e t v

z

vav
r1t1

to 

t

  
213. شكل

v v= =
→ →

lim lim
∆ ∆

∆
∆t t t0 0av
r  

  أو كمشتقة متجه الموضع 
v =

d
dt
r   27.2 

    بالشكل التاليdSكما يمكن كتابة المعادلة الأخيرة، باستخدام طول القوس الأولي 
v = =

d
dt

d
dS

dS
dt

r r  28.2 

   وعليه يكون. dSte = rd ، أو  rd،rd=dS الأولي يساوي تقريباً طول الوترdSحيث إن 
e r

t
d
dS

=  29.2 

  ، بالشكل المقتضب التالي228.كما تكتب السـرجهة، معادلة . متَّجِه وحدةٍ باتجاه المماس على مسـار الجسـيم
v v= = ⇒ =

d
dt

dS
dt t t

r e ev  30.2 

، والتي tangential velocityرجهة المماسية حركته يعطي الس) مماس(مسقط سرجهة الجسيم على 
    Sتساوي مشتقة الإحداثي الطبيعي 

vt = v ⋅ et = dS
dt te ⋅ et   ⇒  vt = Sdt

dS =  31.2 

 الحركة وتتحدد إزاحة الجسيم عند. te⋅t e=  1لأن حاصل الضرب القياسي لمتَّجِه الوحدة في نفسه يساوي الوحدة 
  213. شكل بالتكامل المحدود، 1t وحتى otخلال الفترة الزمنية الممتدة من 

S dtt
t

t

1
0

1

= ∫ v  32.2 
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  Acceleration Vector of a Particle متَّجِه تسارع الجسيم 3.2

. لزمنيعرف متجه تسارع الجسيم بالكمية المتجهة التي تميز تغير مقدار واتجاه سرجهة الجسيم بالنسبة ل
  .وكما ورد سابقا عند تعريف السرجهة والسرجهة المتوسطة نحدد أولاً متجه التسارع المتوسط

وفي . 214. شكل، v وكانت سرجهته P في الموضع tاعتبر جسيماً متحركاً تواجد عند اللحظة الزمنية 
هذا يعني أن سرجهة . 1v وأصبحت سرجهته 1P ، تواجد الجسيم في الموضع 1t ، t∆+ t  = 1tاللحظة الزمنية 

ويحدد خارج قسمة متجه . ∆v∆ ،v - 1v = v تغيراً مساوياً ∆ t∆ ، t- 1t= tالجسيم اكتسبت خلال الفترة الزمنية 
    متجه التسارع المتوسط للجسيم∆t على الفترة الزمنية ∆v ةتغير السرجه

aav t
=

∆
∆

v
 33.2 

. ، أي أنه يتجه نحو تقعر منحنى المسار∆v موازٍ للمتجه avaط ومن الواضح أن متجه التسارع المتوس
، إذا وجدت هذه النهاية، عندما 233.ويعرف معدل تغير متجه التسارع المتوسط بأنه نهاية خارج قسمة المعادلة 

   أو كمفهومٍ رياضي مشتقة السرجهة.  للصفر∆tيؤول المقدار 

y
x

z

r1

r ∆ S

B

∆r

P v

O

t
A

v1

P1

1

v

 v
 1 ∆ v

2

  

 214.شكل 

a a= =
→ →

lim lim
∆ ∆

∆
∆t t t0 0av
v     ⇒    a =

d
d t

v
 34.2 

   ينتج للتو أن28. و234.وبربط المعادلتين 

a r
=

d
d t

2

2  35.2 

، يساوي مشتقة سرجهة الجسيم أو المشتقة الثانية لمتجه t في اللحظة الزمنية )اللحظي(أي أن متجه التسارع 
وبالاعتماد على . أو مشتقة متجه الموضع الثانيةموضع الجسيم، وبصيغةٍ مكافئةٍ يساوي التسارع مشتقة السرجهة 

وفي النظام .  يكون بعده الفيزيائي الطول مقسوماً على مربع الزمن235. و234.تعريف التسارع، المعادلتان 
   .] 2s / m] =[ a[ يحدد التسارع بالمتر لكل ثانية لكل ثانية SIالدولي للوحدات 
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  طرق حساب التسارع 2.31.

   ركة الجسيم محددة بالإحداثيات الديكارتيةح 2.3.11.

، يتحدد متجه تسارع الجسيم كمشتقة سرجهة الجسيم الأولى 22.إذا كانت حركة جسيمٍ محددةٌ بالمعادلات 
أو كمشتقة ثانية لمتجه الموضع

a r
= =

d
d t

d
d t

v 2

2      

a =
d x
dt

d y
dt

d z
dt

2

2

2

2

2

2
i + j + k  36.2 

 215. شكل الديكارتية، مركبات التسارع على محاور الإحداثيات

xva x
x

===⋅= dt
d

dt
xda 2

2
i  

y
vd

dt
yda y

y
===⋅= dta 2

2

j  1.36.2 

zvaz
===⋅= dt

d
dt

zda z
2

2
k  

P

yx

z

O

i

k

a

r

j
z

x

ay

az

ax

y
  

215.شكل 

      بينما يتحدد مقدار التسارع بالعلاقة الرياضية
2222

z
2
y

2
x zyxaaaa  ++=++==a   1.37.2 

  ويكون ميله على المحاور الديكارتية

cos , cos , cosα β γ2 2 2= = =
a
a

a
a

a
a

x y z  2.37.2 

 z و x ،y الزوايا التي يميل بها متَّجِه التسارع على محاور الإحداثيات الديكارتية الثابتة 2γو 2α ،2βيث إن ح
  .بالترتيب

   حركة الجسيم محددة بالإحداثيات القطبية 2.3.12.

، فإن تسارع الجسيم يعرف بالمشتقة الأولى 2.171.إذا كانت سرجهة الجسيم معرفةً رياضياً بالمعادلة 
  سرجهتهل

dt
d

dt
d r 

dt
d r dt

d
dt
dr

dt
d

dt
dr

dt
rd

dt
da 2

2
r

r2

2
ϕ

ϕϕ
ϕ+ϕ+ϕ++==

e
eeeev  38.2 

   ، ثُم ترتيب الناتج نجد أن التسارع215.و214.وباستبدال مشتقتي متَّجِهي الوحدة القطبيين، من المعادلتين 

a e e= +




















+ +












d r
dt

r
d
dt

r
d
dt

dr
dt

d
dtr

2

2

2 2

2 2
ϕ ϕ ϕ

ϕ  39.2 

   النِّصقُطرية: يتكون في الإحداثيات القطبية من المركبتين

a d r
dt

r
d
dtr = +









2

2

2ϕ
 1.40.2 
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  والمستعرِضة

a r
d
dt

dr
dt

d
dtϕ

ϕ ϕ
= +

2

2
2  2.40.2 

    كما يتحدد مقدار التسارع بالعلاقة الرياضية

a a ar= = +a 2 2
ϕ  41.2 

. Pabc، طريقة حسابه من متوازي الأضلاع 26. شكلحيث يبين 
كما يمكن حساب تسارع الجسيم إذا ما عرفت الحركة بالإحداثيات 

، 224. و221.فاضلة السرعة، معادلات  أو الكروية بمالاسطوانية
بالإحداثيات المذكورة،  بالمشتقات الثانية لمعادلات الحركة أو

  . بالترتيب223. و 220.معادلات 
r

ϕ

y

x
j er

O i

eϕ
P

ar

a

a

b

c

aϕ

  
216.شكل 

  حركة الجسيم محددةٌ بالإحداثيات الطبيعية 2.32.

 230. المعادلـة    فبمفاضلة طرفـي  . يتحدد متجه تسارع الجسيم بمشتقة السرجهة في الإحداثيات الطبيعية        
   يكون متجه التسارع

a e e e
= = = +

d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

t
t

tv ( )v v
v  42.2 

التسارع المماسـي     يبين أن الحد الأول يمثل حاصل ضرب مشتقة السرعة أو          242. الاتجاهيةإن تحليل المعادلة    
a

d
dtt =
v     ة المماسيدحومتجه الو te         ة     ، كما يمثل الحد الثاني حاصل ضرب السرعة ومـشتقةـدحمتجـه الو 

dالمماسي 
dt

te .الحد الثاني مقداراً واتجاهاً ننطلق من أن مشتقة حاصل الضرب القياسي لمتجهي الوحدة ولإيجاد 

  تساوي الصفر
et  ⋅ et  =1          ⇒       

d
dt

d
dt

t t
t

t( )e e e e⋅
= ⋅ =2 0   

e e
t

td
dt

⋅ = 0  43.2  

d وteمتجهين  وهذا يعني هندسياً أن ال    
dt

teوحيث أن المتَّجِه . متعامدانte   موازٍ للمماس فـي النقطـة P  فـإن ،

dالمتجه الثاني 
dt

te  يعامدte      والاثنان ينطبقان على المستوى ،Pnt .من الممكن كتابة المتجه الثاني علـى        ،لذلك 

  النحو التالي 
d
dt

d
dt

t t
n

e e
e=  44.2 

 فهو ذو مقدار ثابت، لكنه متغير teأما متَّجِه الوحدةُ المماسي .  متَّجِه وحدةٌ عمودي باتجاه تقعر المنحنىneحيث 
   إذ أن. 217. شكل، Pab من المثلث ∆teالاتجاه، ويتحدد مقدار مشتقته بمعرفة مقدار المتجه 
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∆
∆ϕ ∆ϕe et t= = ⋅ ⋅2
2

2 1
2

sin sin    ⇒  ∆
∆ϕe t = 2
2

sin  

   يكون∆tوبعد قسمة طرفي المعادلة الناتجة على . te∆ + te=te=1لأن 

∆

∆

∆ϕ

∆

∆ϕ

∆ϕ
∆ϕ
∆

e t

t t t
= =2 2 2

2

sin sin
 

   وبصيغة النهاية

d
dt t

t

t

e
=

→ →
lim

sin
lim

∆ϕ ∆

∆ϕ

∆ϕ
∆ϕ
∆

2
0 0

2

2

 

   ومنها

y
x

z

P1

r

B

PA

O

n

t
et

∆et+et

∆et+eten

∆ϕ

∆et

a

b

  
  217.شكل 

d
dt

d
dt

te
=

ϕ
 45.2 

   لأن

lim
sin

lim
sin

lim
( sin )

∆ϕ

∆ϕ

∆ϕ
2

0 0 0

2

2

1
→ → →

= = =
x x

x
x

d x
dx

 

  230.بالشكل التالي، معادلة من جهة أخرى، يمكن كتابة السرعة الزاوية 
d
dt

d
dS

dS
dt R R

ϕ ϕ
= =

1 v = v  1.45.2 

Rلإن  dS
d

=
ϕ

 بقيمتها من المعادلة 245.وإذا استبدلنا السرعة الزاوية في المعادلة . ، نصف قطر الانحناء

   ، نستطيع كتابة مشتقة متجه الوحدة المماسي بالصيغة التالية2.451.
d
dt R

t
n

e e=
v

 46.2 

    ومتجه التسارع إلى الشكل التالي242.وتؤول المعادلة 

a e e= +
d
dt Rt n
v v 2

 47.2 

المماسية، الناتجة من إسقاط متجه : أي يتكون متجه تسارع الجسيم في الإحداثيات الطبيعية من المركبتين التاليتين
ي، والعمودية، الناتجة من إسقاط متجه التسارع التسارع على المحور المماسي وهذه موازية لمتجه الوحدة المماس

والمركِّبتان تشكلان مستوى واحد هو مستوى . على المحور العمودي، وهذه موازية لمتجه الوحدة العمودي
 رياضياً تحددان، على منحنى الحركة، كما 217. شكل، Pnt، المحدد بالنقاط osculating planeالتلامس 

   بالعلاقتين التاليتين

a d
dt

a
Rt n= =

v v,
2

 48.2 
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   بعض الحالات الخاصة لحركة الجسيم

  Uniform Rectilinear Motion الحركة المستقيمة منتظمة السرعة
 فإن 2.22.وإذا ما كانت الحركة معرفةً بالمعادلة .  a= 0في هذه الحالة يساوي تسارع الجسيم الصفر، 

x=0الشكل التاليالمعادلة التفاضلية التي تعرف حركته تأخذ  i=a  وبالتالي نكتب سرجهته بالصيغة ،
const.x= =iv  . وإذا ما أجرينا التكامل على المعادلة الأخيرة نحصل على معادلة الحركةt v + +ox= x  

  . كمحدد لموضع الجسيم الأوليoxالتي تنطوي على الثابت 

  tionRectilinear Mo الحركة المستقيمة
 ، يؤول إلى ما 248.إذا كان مسار الجسيم المتحرك خطاً مستقيماً ، فإن نصف قطر الانحناء في المعادلة 

لجسيم يساوي التسارع وهذا يعني أن تسارع ا. n a= 0، ويتلاشى تبعاً لذلك التسارع العمودي R→ ∞نهاية 
، فإننا نستخلص من ذلك ن التغير في مقدارهاولأن السرعة لا تتغير في الاتجاه، بل يكو. ta = a، المماسي فقط

  . التسارع المماسي يبين التغير في مقدار السرجهةأن 

 فإن المعادلة التفاضلية التي تعرف حركته تأخذ صيغة 2.22.وإذا ما كانت الحركة معرفةً بالمعادلة 
0xtالتسارع المماسي ≠= ia = a .وبالتالي نكتب سرجهته iiv )ta+(x= ov= حيث ،ov السرعة الابتدائية 

xوإجراء التكامل على المعادلة الأخيرة يعطينا معادلة الحركة المحددة. للجسيم x t a to= + +v o
1
2

التي 2
وفي حالاتٍ كثيرة يكتب التسارع الثابت بدلالة حاصل .  كمحدد لموضع الجسيم الأوليoxتنطوي على الثابت 

const.dxا بدلالة المسافة ضرب السرعة ومشتقته
d dt

dx
dx
d

td
da ==== vvvv . وبالتالي فبإجراء التكامل

vنحصل على معادلة السرعة والمسافة بدون الزمن v2 2 2= + −o oa x x( ) .  

  Uniform Curvilinear Motion الحركة المنحنية منتظمة السرعة
وتبعاً . const = v. تاً طوال الوقتتدعى حركة الجسيم في خطٍ منحنٍ بالمنتظمة إذا بقي مقدار السرعة ثاب

ولأن . na = a العمودي فقط، هوالتالي يساوي تسارع الجسيم تسارعta = a . =0لذلك، يتلاشى التسارع المماسي، 
التسارع العمـودي   السرعة لا تتغير في المقدار، بل يكون التغير في اتجاه السرجهة، فإننا نستخلص من ذلك أن                 

   . السرجهةيبين التغير في اتجاه

، تأخذان 248. فإن مركبتي تسارعه، قياساً على المعادلة 25.وإذا ما كانت الحركة معرفةً بالمعادلة 
0Ra;0Saالشكل التالي

2

nt ≠=== v .من المعادلة الثانية ةوبالتالي تكتب معادلة الحرك t v +oS = S  ،
 أن نلاحظ أن حركة هذا الجسيم منتظمةً وفي خطٍ ومن الطبيعي.  الإحداثى المنحني الابتدائي للجسيمoSحيث 

  .لا يساوي الصفر) العمودي(منحنٍ، مع أن تسارعه 
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  Uniformly Accelerated Curvilinear Motion الحركة المنحنية منتظمة التَّغير

aوهي الحركة التي يكون فيها التسارع المماسي مقدار ثابتاً طوال الوقت d
dt

constt = =
v وتُحسب . .

vةسرعة الجسيم من التكامل المحدود لهذه العلاقة، فنحصل على المعادل = v o + a tt . ا مقدار إزاحة الجسيمأم
Sفيتحدد من تكاملٍ آخر لمعادلة السرعة بالعلاقة الزمنية التالية  S t a to t= + +v o

1
2

2.         

   حـل المسـائل
 مضافاً إليها معادلة مسار S وa ،v ،tجسيم على تحديد الكميات الكينماتيكية يقوم حل مسائل كينماتيكا ال

إن معرفة اثنتين من الكميات الأربع الواردة أعلاه يحدد بالضرورة الكميتين الباقيتين . الجسيم أو معادلة الحركة
الحصول على معادلة مسار الجسيم كما يمكن . 5التفاضل المتتالي أو التكامل المتتالي: بأي من الطريقتين التاليتين

بحذف الزمن أو تنحيته من معادلات الحركة لنحصل على الشكل الذي يربط الإحداثيات المعرفة للحركة مع 
   :وعلى ذلك نستطيع تمييز مسألتين أساسيتين في الكينماتيكا. بعض

 أو حتى 4 2.-2 2.التحليلية، معادلات  أو 21.حركة الجسيم معطاة بأيةٍ طريقة، الاتجاهية، معادلة   - 1
والمطلوب حساب باقي الكميات الكينماتيكية، كالسرجهة والتسارع، الذي . 25.الطريقة الطبيعية، معادلة 

  . يتم بحساب التفاضل لمشتقة الموضع أو مشتقة السرجهة بالترتيب
الجسيم والمسار مضافاً إليهما باقي بعض الكميات الكينماتيكية معطاة، والمطلوب تحديد معادلتي حركة    - 2

ويتم حل هذه المسألة بالاختيار الأنسب للمعادلة المعينة التي تربط تلك الكميات . الكميات الكينماتيكية
  بعضها مع بعض، وتبعاً لذلك يمكن تمييز الحالات الأربع التالية 

 لنحصل ov + dt ∫ a = vلتكامل الأول من هذه العلاقة نحسب السرعة من ا. const = a.التسارع ثابت،   - 21.
، فنحصل على oS + t d v ∫ = S الأخيرة نحسب الإزاحة من التكاملومن هذه . ov + t a = vعلى 

S S t a to= + +v o
1
2

2 .  
t ( f ∫ =   v ( t d +  نحسب السرعة من التكامل و dt/ vd =   aنعوض العلاقة . f = a ) t (التسارع دالةٌ زمنية،   - 22.

ov ،نحسب الإزاحة من التكامل  ثُمoS  +  t d v ∫  =   S.  
، ∫   v ( f / v d  ( = ∫ C + t d، ثُم نحسب التكامل dt/ vd =   aنعوض العلاقة . f =  a ) v (التسارع دالةٌ سرعة،   - 23.

  .  t ( g ∫   =S ( oS +    t d  ومن ثَم نحسب الإزاحة من التكامل. g =    v ) t (بالصيغة العامة السرعة  فنجد
                          لحساب السرعة كدالة إزاحة نعوض في العلاقة. S ( f = a (التسارع دالةٌ إزاحة،   - 24.

 a d
d t

d
dS

dS
d t

d
dS

= = =
v v v v، تكامل من ال ثُمC  +  v d v ∫=  dS  )S( f  ∫كدالة جديدة  السرعة ، نجد

  .S ( g ∫ =     S( oS  +  t dنحسب الإزاحة من التكامل  dt/dS =vباستبدال ، وg =v )S( بالصيغة العامة
          

إنها لسمةٌ جديرةٌ بالاهتمام تعريف الحركة كاملاً دون الاستناد إلى مشتقاتٍ أعلى من الثانية، أو تكاملات أكبر من   5
 .المضاعفة
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   ولةـحلـلةٌ مـئـأس

   21.ـؤال م س
   الاتجاهيةتوى الأفقي بالمعادلة تتحدد حركة جسيمٍ في المس

r = ( 2 t2 + 2 ) i + 5 t2 j  [m] 1 
اكتب معادلة مسار الجسيم، مبيناً نقطة بداية الحركة واتجاهها وحدد السرعة وإزاحة 

  .الجسيم زمنياً
   الـحــل

    كمعادلتين قياسيتين1يمكن كتابة المعادلة الاتجاهية 
x =  2 t2 + 2    ,   y  =  5 t2  2 

   2t ، في هذه الحالة tأو بعد حذف البارامتر 

t
x y2 2

2 5
=

−
=                                                                      

   أو
y  =  2.5 x  - 5 3 

Po 

P

x

y

(2,0)O

(0,-5)  
 1.2 م شــكل

   ، أوt    = 0 عندما تكون y و xتتحدد نقطة بداية الحركة بقيم . والتي تمثل معادلة مسار الجسيم
xt=0  =  2  ,  yt=0 = 0 4 

    ولتعيين اتجاه الحركة نحسب قيم الإحداثيات عندما يصل الزمن إلى ما لا نهاية
x|t=∞ = ∞ ,  y|t=∞ = ∞    5 

 .P ، نحو 3، وفْقَاً للمعادلة PoP وعلى امتداد الخط المستقيم oP)02,(وبالتالي سيتحرك الجسيم من نقطةٍ بداية الحركة 
   ات سرعة الجسيممركب

v x
dx
dt

t= = 4 , v y
dy
dt

t= =10  
  السرعة) محصلة( نجد Ι.16ومن العلاقة الرياضية 

v v v= + = +x y t t2 2 2 210 4( ) ( )   ⇒   v = 116 t m s[ / ]  6 
   ، يكونoS=0، وللقيمة 232.إزاحة الجسيم، معادلة  

S dt t dt= =∫ ∫v
0 0

t t

116 ⇒  S t= 29 2  7 

   22.ـؤال م س
    بالمعادلة الاتجاهيةOxy تتحدد حركة جسيم في المستوى الأفقي 

r = ( 2 2 sin t ) i + ( 8 cos 2 t ) j  [cm]  1 
   .s[4/π=t[ وذلك عند اللحظة tاكتب معادلة المسار، وحدد نقطة بداية الحركة وسرعة الجسيم بدلالة الزمن 

   الـحــل
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    كمعادلتين قياسيتين1يمكن كتابة المعادلة الاتجاهية
x  =  2 2 sin t 2 

y  =  8 cos 2 t   = 8 { 1 - 2 sin2 t  }  3 
     منهما ينتج معادلة المسارtوبحذف الزمن 

y  =  8  - 2 x2 4 
  بداية الحركة . parabolaوالتي تمثل معادلة القطع المكافئ 

xt=0  =  0  ,  yt=0 = 8          
 المتغيرة تتحدد الحركة بتحديد tولقيم . oP)80,(أي أن نقطة بداية الحركة 

  y و xالإحداثيين 
|xmax |  =  | 2 2 sin t |

t = π / 2  [s]
= 2 2  5 

|ymax |  =  | 8 cos 2t |
 t=0  [s]

    =  8  6 

   م ستكون محصورةً بحيث إنأي أن حركة الجسي
0  ≤ x ≤ 2 2     &    - 8 ≤ y ≤  8 7 

  tمركبات سرعة الجسيم في اللحظة 

(0,-8)

Po (0,8),

(2,0)

y

xP
22

t=0

t=π/4

t=π/2
  

22.شـــكل م 

vx
dx
dt

t= = 2 2 cos , &   vy
dy
dt

t= = − 16 2sin  8 

   )المحصلة( نحسب السرعة Ι.16ومن العلاقة الرياضية 

v v v= + = +x y t t2 2 2 22 2 256 2( cos ) (sin )  

v = +8 1 1282 2cos ( sin )t t  9 

    فإن السرعةs[4/π=t[وعندما تكون 
v = 16.13  [ cm/s ] 10 

   23. سؤال م
   تتحدد حركة جسيم في مستوى بالعلاقة القطبية

vϕ = - (1 + ϕ ) vr                                                 1 
   كية التاليةأوجد معادلة المسار ومعادلات الحركة للشروط الكينماتي

t0 = 0 ⇒ ϕo = 0 , ro = 0  &  S = ba2
1r2

1 2 =ϕ  

   . السرعة القطاعيةS ثابتان وb و aإن  حيث

   الحــل

    ينتج أن1 والمعادلة 217.من المعادلات 

  

ϕ

  
 23.شكل م 

 
vϕ= =ϕr - ( 1 + ϕ ) r  3 

   أو
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dr
r

d
= −

+
ϕ
ϕ1

 4 

  وبإجراء التكامل ينتج معادلة المسار

ln r  =  - ln ( 1 +  ϕ )  + ln C1 ⇒ r
C

=
+

1

1 ϕ
                              5 

    تتبع العلاقة التالية5 ومعادلة المسار b=1C  ينتج أن 2وبتعويض الشروط الابتدائية 

r b
=

+1 ϕ
 6 

من جهةٍ أخرى، تتحدد معادلات حركة الجسيم من . 23.شكل م ، hyperbolic spiralعادلة لولب زائدي والتي تمثل م
   2السرعة القطاعية، معادلة 

2r
ba

=ϕ  7 

    ينتج أن7 وتعويضها في المعادلة 6 من المعادلة rوباستبدال قيمة 
d
dt

ab
b

ϕ ϕ
=

+( )1 2

2
  ⇒  

d a
b

dt
ϕ

ϕ( )1 2+
=  8 

  وإجراء التكامل على طرفي هذه المعادلة

−
+

= +
1

1 2ϕ
a
b

t C  9 

 بالـصيغة  9وتبعاً لـذلك تكتـب المعادلـة      .2C=-2،1 للحركة، معادلات     من الشروط الابتدائية   2Cحيث يتحدد الثابت  
البارامترية للإحداثي الزاوي  

atb
ta

−
=ϕ  10 

    نجد أن10  بقيمتها من المعادلة 6 في المعادلة ϕض وبتعوي. كمعادلة أولى لحركة الجسيم

r b b
a t

b at

=
+

=
+

−
1 1ϕ

   ⇒    r = b - a t  11 

 6 تُمثلان حركة الجسيم في الإحداثيات القطبية، بينما تُعرف المعادلة 11 و10المعادلتان . المعادلة الثانية لحركة الجسيم
  .مسار الجسيم

 الناتجة بدلالة الشروط ϕ، واستبدال3 من المعادلة rطريقةٍ أخرى، وذلك بحساب مشتقة يمكن حل هذا السؤال ب: ملحوظة
  . كدوالٍ زمنيةϕ و rالابتدائية والسرعة القطاعية بالتحديد، ثم حساب 

  24.سؤال م 
  للحركة S المنحني يحداثإذا عرف التسارع كدالة الإ

a = eS        [m/s2]  1 
 .54ln  = oS& 0  = ov, 0 = ot.: ية للحركة كدالتين زمنيتين؟ اعتبر الشروط الابتدائSسرعة و فما ال

   الـحــل
   فنكتبالمعطاة ضمن متن السؤال  1ننطلق من المعادلة 

a = eS     ⇒    v dv  = eS dS  ⇒  2
2v  = eS  + C1  
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   وللشروط الابتدائية المعطاة يكون
0 = eln 4.5 + C1   ⇒   C1  = - 4.5  2 

   ولذلك فالسرعة
v = −2 9eS    [m/s] 3 

    نجد أن3، ولذلك فإجراء التكامل على المعادلة  dtv= dS من جهةٍ أخرى، 
dS

e
dt

S2 9−
=  4 

   إذا افترضنا المتغير
u2 = 2 eS - 9     ⇒  u du  =  eS dS   

   فإن

dS
udu

u
=

+

2
92

 

    بالصيغة الجديدة4ولذلك نكتب المعادلة 
2

92
udu

u u
dt

( )+
=  5 

   حيث يعطي حلها

t  = 2
3 3

arctan u  = 2
3

2 9
3

arctan
eS −

 

   أو بالشكل المقتضب التالي

eS  = 9
2

3
2

12tan t
+









 6 

    نجد التسارع كدالة زمنية1وبربط هذه المعادلة بالمعادلة 

a = 9
2

3
2

12tan t
+









 7 

   وتكامل معادلة التسارع يعطي السرعة

v  = 9
2

3
2

12
2(tan )t dt C+ +∫ ⇒  v  =  3 tan 3

2
t  8 

 .2C = 0حيث أن الثابت 

  25.سؤال م 
  تتحدد سرجهة جسيم في مستوى بالعلاقة الاتجاهية

v = ( t + 1) i  + 2 ( t + 1 )2 j      [ m ] 1 
 ot  = 0 الابتدائيةتواجد في اللحظة الجسيم   ؟s[ 2 = t[وما موضع الجسيم، سرعته وتسارعه في اللحظة . هكتب معادلة مسارأ

1في الموضع
2

2
3

,





.  

  الـحــل 
  1مركبات السرجهة، من المعادلة 

vx  =  ( t + 1)     [ m/s] 2 
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vy  =  2 ( t + 1 )2  [ m/s] 3 
   يساوي تكامل مركبة السرجهة الأفقيةxوالإحداثي 

x t dt C x= + +∫ ( )1   ⇒    ( ) x
2 C1t2

1x ++=  4 

    ، نجد قيمة الثابتt = 0ومن الشروط الابتدائية 
  ⇒   Cx = 0 5 

   ، للشكل التالي4، معادلة xوتبعاً لذلك يؤول الإحداثي 

x t= +
1
2

1 2( )  6 

  y نجد الإحداثي yvبة السرعة الرأسية وبتكرار الشيء نفسه لمرك

y dt Cy y= +∫ v ⇒   y t dt Cy= + +∫ 2 1 2( )  

y t C y= + +
2
3

1 3( )  7 
   yC، نجد قيمة الثابت t = 0ومن الشروط الابتدائية 

⇒ Cy = 0 8 
   ، للشكل التالي7، معادلة yوتبعاً لذلك يؤول الإحداثي 

y t= +
2
3

1 3( )  9 

    ينتج أن9 و 6 من المعادلتين t+1ف وبحذ
( ) ( ) ( / )/ /t x y+ = =1 2 3 21 2 1 3  

   لنجد أن معادلة المسار

y x=
4
3

2 3      ,  9 y2  =  32 x3  10 
   موضع الجسيم

r = + + +
1
2

1 2
3

12 3( ) ( )t ti j  

    ثانيةt   =2 وفي اللحظة 

r = +
1
2

3 2
3

32 3( ) ( )i j  

r = +4 5 18. i j   [m] 11 

   ثانية  t  = 2الجسيم في اللحظة سرعة 
v = ( 3) i  + 2 ( 3 )2 j [ m/s] = 3 i  + 18 j  [ m/s]  

v = = + =v 9 18 18 252 . [ / ]m s  12 

   بينما متَّجِه تسارع الجسيم يساوي مشتقة السرجهة

a

a

= = + +

= +

d
dt

t

m s

v i j

i j

1 4 1

1 12

( )

[ / ]
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a = = + =a m s1 144 145 2[ / ]  13 

   26. م سؤال

   احسب تسارع الجسيم العمودي والمماسي، وما نصف قطر الانحناء في اللحظة:5.2 م سؤالللسؤال السابق، 
t = 2 [s] ؟  

   الـحـل
  بدلالة الزمن) في السؤال السابق (1نحسب سرعة الجسيم من المعادلة 

v = = + + + = + + + +v ( ) ( )t t t t t t1 4 1 4 16 25 18 52 4 4 3 2   [m]  1 

  )في هذا السؤال  (1ومعادلة ، 248.ثُم نحسب التسارع المماسي، معادلة 

a d
dt

t t t

t t t t
t = =

+ + +

+ + + +

v 16 48 50 18

2 4 16 25 18 5

3 2

4 3 2
  2 

   2 ثانية نحسب مقدار التسارع المماسي من المعادلة t = 2وفي اللحظة 
at |

t=2 [s]
 = 12 [ m /s2 ] 

   ثُم نحسب مقدار التسارع العمودي في نفس اللحظة

a a a m sn t= − = − =2 2 2145 144 1 [ / ]  3 

    في السؤال السابق12عادلة نظر مأوعليه؛ يكون نصف قطر الانحناء، 

R m= =
+

=
v 2

na
9 324

1
333 [ ]  4 

  27.سؤال م 

 ثانية، Tفتدور دورةً واحدةً كل . تتحرك كرةٌ صغيرةٌ داخل مخروطٍ منتظم ومعكوسٍ رأسياً، لتتبع مساراً زنبركياً
 T ،R ،Hطبية بدلالة المجاهيل  والقالاسطوانيةكتب معادلة حركة الكرة في الإحداثيات أ. hوتبعاً لذلك تهبط الكرة المسافة 

  mm[300 = H = R[ لحظة إنهائها الدورة الأولى وذلك للقيم Bوأوجد كذلك سرجهة وتسارع الكرة في الموضع . hو
   . s[4 = t = T[ عند اللحظة  100 = h]mm[و

   الـحــل
  23.ية، معادلات  والقطبالاسطوانية معادلات حركة الكرة داخل المخروط المعكوس بدلالة الإحداثيات 

r = R - z tanβ    ⇒  r   = R - h t tanβ / T 1 
 ϕ  = 2π t / T 2 

 z  =  - h t / T 3 
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y

x

z

R

H

h

r

O
O

z

β  z tan
R

β  β  

B

x

  
  27.شكل م 

    يكونmm[ 100 = h[ و 300 = H = R ]s[ 4 = T ،]mm[وللقيم 
r   = 300 - 75 t [mm] 4 

ϕ  = 0.5 π  t  5 

z  =  - 25 t [mm] 6 
  221.سرجهة الكرة، معادلة 

kv r zrr  +ϕ+= ϕee   7 

 v    =  - 75 er  +   [ ( 300 - 75 t ) ×  0.5 π ] eϕ - 25 k 8 

   واني ث4ت  يكون قد مرBوعندما تصل الكرة للموضع 
v    =  - 75 er  +   0  eϕ  -  25 k  

v    =  - 75 er   - 25 k   [mm /s]    &     v    =   79  [mm /s] 9 

    مضافاً إليها المركبة الرأسية239.تسارع الكرة، معادلة 

kr z]r2r[]rr[ 2  +ϕ+ϕ+ϕ−= ϕeea   10 

a  = [  0  -   0  ] er  - [  0  +  2 × 75 × 0.5 π ] eϕ  + 0 

a  =   -  235.6 eϕ   [mm/s2]  &   a  =  235.6 [mm/s2]  11 
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  Rigid BodyKinematics of a  كَينَماتِيكا الجسم الجاسىء  4.2

وقد دعِي ذلك .  حركة الجسم المفرد دون اعتبارٍ لأبعاده بالنسبة للمسافة التي  يقطعهاالآندرِست حتى 
وعلى النقيض من ذلك، نُسمي كلّ جسمٍ تكون . الجسم جسيماً لأن حركته لا تتأثر بأبعاده والتي يمكن إهمالها

ويعرف الجسم الجاسىء في الميكانيكا بأنه الجسم . جسماً جاسئاًأبعاده ذات الدرجة نفسها والمسار الذي يرسمه 
وإذا افترضنا أن الجسم الجاسىء مكون . ثابتة) نقاطه(الذي لا يتغير شكله الهندسي، وتظل المسافة بين عناصره 

الأخرى أو من عددٍ لا نهائي من الجسيمات، ويتحرك كل جسيم فيه بمسارٍ قد يكون مشَابِهاً لمسارات الجسيمات 
وقد تكون . مختلفاً عنها، فإن لكل جسيم من هذه الجسيمات، وفي كل لحظة زمنية الخصائص الكينماتيكية المميزة

   .بعض هذه الخصائص مشتركة لكل جسيمات الجسم الجاسىء

بة المكونة له بالنس يتحدد تَموضع الجسم الجاسىء في الفراغ بالموضع المتوسط الذي تأخذه كل جسيماته
، يأخذ تحديد الموضع المتوسط  ولأن الجسم الجاسىء مكون من عددٍ هائلٍ من الجسيمات. لإطار الإسناد المحدد

 موضع الجسيم بإيجادعن هذه الطريقة  ويستعاض. لحركاتها أبعاداً كبيرة لجسيماته وبالتالي المعادلات التفاضلية
   .ذ تبقى المسافة بين الجسيمين ثابتةالمعين بالنسبة لجسيم آخر ذي تَموضعٍ معروف ، إ

والحركة الدورانية   translational motionتقسم حركة الجسم الجاسىء الأساسية إلى الحركة الانتقالية 
rotational  motionل محور ثابت، مضافاً إليهما الحركة المستوية  حوplane motion كمجموع الحركتين 

، وأخيراً الحركة general motionة حول نقطة ثابتة، والحركة العامة وهناك الحركة الدوراني. السابقتين
وسندرس هذه الحركات تباعاً بشيء من التفصيل خاصة الحركات الثلاث . compound  motionالمركبة 

   .الأولى والحركة المركبة

  الحركة الانتقالية 2.41.

ولذلك ترسم جميع .  الجسم موازياً لنفسه دائماًفي) مستقيم(هي حركة الجسم الجاسىء التي تُبقِي أي خطٍ 
وقد تكون حركةُ الجسم الجاسىء . الجسم الجاسىء مسارات متشابهة أثناء الفترة الزمنية نفسها) نقط(جسيمات 

  . الانتقالية حركةً في خطٍ مستقيم، كما تكون حركةً في خطٍ منحنٍ

. 218. شكل Oxyzسبة لمحاور الإحداثيات الديكارتية لنَعتَبر أن جسماً جاسئاً يتحرك حركة انتقالية بالن
 A من جسيمات الجسم الجاسىء بشكلٍ اعتباطي، بحيث يتحدد تَموضع الجسيم B و A )النقطتين( نختار الجسيمين
وبالتالي يتحدد موضع . Br بالنسبة لنفس المركز بالمتجه B وتَموضع الجسيم Ar بالمتجه Oبالنسبة للمركز 

   بالعلاقة الاتجاهيةOAB من المثلث Bم الجسي
rB  = rA  +  rBA  49.2 

 O بالنسبة لمركز الإحداثيات Bوتُعرفُ سرجهة الجسيم . A بالنسبة للمركز B متَّجِه موضع الجسيم BArحيث 
   فمفاضلة المعادلة المذكورة يعطي السرجهة. 249.كمشتقّة متّجه الموضع، معادلة 

vB
B A BAd

d t
d
d t

d
d t

= = +
r r r

 

 تَّجِهولأن المBAr ثابتٌ مقداراً واتجاهاً عند حركة الجسم الجاسىء الانتقالية .const =BA  rفإن ،   
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d
d t

d
d t

B Ar r
=   ⇒ vA = vB  50.2 

 من جسيمات الجسم الجاسىء B وAأي أن سرجهتي الجسيمين 
ما ك. عند حركته الانتقالية متساويتان اتجاهياً في كل لحظة زمنية

 كمشتقّة Oيعرفُ متّجه تسارع الجسيم بالنسبة لمركز الإحداثيات 
إذ إن مفاضلة المعادلة . السرجهة أو كمشتقّة ثانية لمتّجه الموضع

    زمنياً يعطينا التسارع250.

a r r
B

B A B Ad
d t

d
d t

d
d t

d
d t

= = ⇒ =
2

2

2

2

v v  

   أو
aA = aB 51.2 

 A

 A1

 B1

z

y

x

rAB 

O

rA 

rB 
B

  
218.شكل 

وحيث . متساويان مقداراً واتجاهاً عند حركة الجسم الانتقالية B و Aتسارعي الجسيمين ) متَّجِهي(ليعني أيضاً أن 
 جسيمان اعتباطيان من جسيمات الجسم الجاسىء، فإننا نستطيع القول إن حركته الانتقالية B و Aإن الجسيمين 

   .تجعل جميع جسيماته تتحرك بنفس السرجهة وبنفس متجه التسارع وترسم في الوقت نفسه مساراتٍ متشابهة

  الحركة الدورانية حول محور ثابت 2.42.

. الحركة الدورانية للجسم الجاسئ هي الحركة التي تجعل نقطتان من نقطه على الأقل ثابتتين طوال الوقت
. ويسمى الخط الواصل بين النقطتين الثابتتين بمحور الدوران، حيث يتحدد كخطٍ ثابت داخل الجسم الجاسىء

سيمات الجسم الجاسىء مسارات متشابهة تشكل دوائر كبيرة وصغيرة، تعتمد وأثناء الحركة الدورانية ترسم كل ج
   .أولاً وأخيراً على تَموضعِ الجسيم المعين بالنسبة لمحور الدوران

 Oz، بحيث ينطبق المحور الإحداثي 219. شكلولتحديد حركة الجسم الجاسىء الدورانية نتخيله كما في 
، Ι الواقعة على المستوى oP في النقطة otع جسيم من جسيماته في اللحظة إذا حددنا موض. على محور الدوران

، فإن تَموضع الجسم ΙΙ الواقعة على المستوى P انتقل هذا الجسيم إلى النقطة ∆tوبعد مرور الفترة الزمنية 
جسم الجاسئ بين  لدوران ال∆angular  displacement ،ϕ الزاوية بالإزاحةالجاسئ يتحدد تحديداً وحيد القيمة 

أي أن معرفةَ تَموضع الجسم الجاسىء في أية لحظة زمنية يستلزم معرفةَ العلاقة التي تربط . ΙΙ و Ιالمستويين 
    بالزمنϕزاويته الدورانية 

ϕ  =  ϕ (t)  52.2 

ائرية  بوحداتِ الدϕوتقاس الزاوية .  بمعادلة الحركة الدورانية للجسم الجاسىء252.وتدعى المعادلة 
]radian[ .ومن الطبيعي أن تكون تلك المعادلة دالةً متصلةً، ويمكن مفاضلتها على الأقل مرتين بدلالة الزمن .

وإذا . ϕران ولذلك تتحدد حركة الجسم الجاسىء الدروانية حول محورٍ ثابتٍ ببارامترٍ مستقلٍ واحد هو زاوية الد
 فإن سرعته الزاوية ∆ϕ بالزاوية Ozول المحور الثابت  ح∆tما أزيح الجسم الجاسئ خلال الفترة الزمنية 

   المتوسطة خلال تلك الفترة تخضع للمعادلة الرياضية
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ωav t
=

∆ϕ
∆

 53.2 

 otأما سرعة الجسم الجاسئ الزاوية في اللحظة 
، avωفتساوي نهاية مقدار السـرعة الزاوية المتوسـطة 

هاية، عندما تؤول الفترة ، إذا ما وجدت هذه الن253.معادلة 
  ϕ إلى الصفر، أو رياضياً مشْتَقَّةُ الزاوية ∆tلزمنية 

lim lim
∆ ∆

∆ϕ
∆t av t t→ →

=
0 0

ω  

ω
ϕ

=
d
dt

  54.2 

أي أن السرعة الزاوية للجسم الجاسئ في اللحظة المعينة 
. تساوي المشتقة الأولى لزاوية الدوران في تلك اللحظة

عة الزاوية هو الدائرية لكل ثانية والبعد الفيزيائي للسر
]s/rad[ أو ]s/1 ] =[ω[ .  

P

O y

x

z

r
v

j
i

k

P

t
to 

rP 

ω 

Po 

∈ II

∈ IPo 

I

II

ε 

C 
  

  219.شكل 

، مقداره مشتقة زاوية الدوران وخط عمله محور الدوران، بينما ωويمكن تمثيل السرعة الزاوية كمتجه 
إلى دوران  بينما تشير الأصابع الأربع المتبقية ωفيشير الإبهام لاتجاه . يتحدد اتجاهه حسب قاعدة اليد اليمنى

  .الجسم

. ، أن يتغير بدلالة الزمن وذلك عند الحركة الدورانية غير المنتظمةωويمكن لمتَّجِه السرعة الزاوية 
، الكمية الفيزيائية التي تحدد مقدار واتجاه ε، رمزه angular  accelerationويعتبر متجه التسـارع الزاوي 

، بحيث تتغير سرعته 219. شكللحسابه نتخيل الجسم الجاسئ، و. التغير في سرعة الدوران الزاوية خلال الزمن
التسارع الزاوي المتوسط للجسم . ∆  t∆  ،o t-t = t خلال الفترة الزمنية ∆ω∆ ،oω - ω = ωالزاوية بالمقدار 

   يساوي خارج القسمة∆tخلال الفترة 
ε

ω ω
av

o

ot t t
= =

−
−

∆ω
∆

 55.2 

 فيساوي نهاية مقدار التسارع الزاوي المتوسط، معادلة  ot أما تسارع الجسم الجاسئ الزاوي في اللحظة
   إلى الصفر، أو رياضياً مشتقةُ السرعة الزاوية∆t، إذا ما وجدت هذه النهاية، عندما تؤول الفترة الزمنية 255.

ε =
→

lim
∆

∆ω
∆t t0

    ⇒    ε
ω

=
d
dt

 56.2 

للحظة المعينة المشتقة الثانية لزاوية الدوران، والذي يساوي وبشكلٍ عام يساوي التسارع الزاوي في ا
ϕ=ω=εأيضاً المشتقة الأولى للسرعة الزاوية في تلك اللحظة   . والبعد الفيزيائي للتسارع الزاوي هو الدائرية

   . ]2s/rad[ ،  ]2s/1 ] = [ ε[على مربع الزمن 
 يساوي مقداره المشتقة الثانية لزاوية الدوران، أو المشتقة ε كمتجه وأخيراً، يمكن تمثيل التسارع الزاوي

 في حالة الدوران التسارعي، ωويكون اتجاهه موازياً لاتجاهِ . الأولى للسرعة الزاوية وخط عمله محور الدوران
   .المتباطئ في حالة الدوران ωوموازياً عكسياً لاتجاه 
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  تغير للجسم الجاسئ الدوران المنتظم والدوران المنتظم ال

يدعى دوران الجسم بالمنتظم إذا كانت سرعته الزاوية ثابتة في : uniform rotation الدوران المنتظم -1
    ينتج أنdt في 254.ورياضياً بضرب طرفي المعادلة . const = ω.المقدار والاتجاه طوال زمن الحركة، 

ω
ϕ

ϕ ω= = ⇒ =
d
dt

const d dt.  

     نجد زاوية الدورانt و s[0 =  ot[بين اللحظتين وبإجراء التكامل المحدود 
ϕ = ϕo  +  ω t 1.57.2 

  2.571.أما السرعة الزاوية فنجدها من حل المعادلة  . ot زاوية الدوران الابتدائية في اللحظة oϕحيث 

ω
ϕ ϕ

=
− o

t
 2.57.2 

   ، فإن الإزاحة الزاوية تكتب رياضياrpm[ 6ً[ دورة في الدقيقة nوإذا ما حددت الحركة الدورانية ب 
∆ϕ  = 2 π n  

    بينما تتحدد قيمة السرعة الزاوية بالمعادلة
ω

π π
= =

2
60 30

n n
 58.2 

يدعى دوران الجسم منتظم التغير إذا كان : uniformly accelerated rotation التغير الدوران منتظم -2
  ورياضياً فإن. const = ε.جاه تسارعه الزاوي ثابتاً في المقدار والات

ε
ϕ ω

ω ε= = = ⇒ =
d
d t

d
dt

const d dt
2

2
.  

    يكونt و ot = 0وبإجراء التكامل المحدود بين اللحظتين 
ω = ωo  +  ε t  1.59.2 

   حلُّ هذه المعادلة بدلالة التسارع الزاوي يعطي. ot السرعة الزاوية الابتدائية في اللحظة oωحيث إن 

ε
ω ω

=
− o

t
 2.59.2 

 و ot = 0، وإجراء التكامل على الناتج بين اللحظتين 254.بينما يبين حل نفس المعادلة بعد ربطها مع العلاقة 
tأن زاوية الدوران    

ϕ ϕ ω ε= + +o o t t2

2
 60.2 

   .والمشابهة لمعادلة إزاحة الجسيم عند حركته بتسارع منتظم على خط مستقيم
 

__________________________________________________________ 

  

6  [rpm]   مختصرةٌ من رموز revolutions per minute دورة في الدقيقة .  
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   السرجهة ومتَّجِه التَّسارع 2.4.21.
يمكن حساب سرجهة جسيم ما من جسيمات الجسم الجاسىء عند حركته الدورانية حول محور دوران 

  219.شكل ، r والموضع ωن، السرجهة الزاوية ثابت بحاصل الضرب الاتجاهي للمتجهي

v = ω × r 61.2 

وبالتالي فسرعة الجسيم المذكور تساوي عددياً حاصل ضرب السرعة الزاوية للجسم الجاسىء وبعده عن محور 
   الدوران

v = ω r  1.61.2  

للدوران هي واحدة ولأن السرعة الزاوية . خط عمل السـرجهة هو المماس على امتداد مسـار الجسيم الدائري
المعين تتناسب وبعده ) النقطة( أن سرعة الجسيم 261.لكل جسيمات الجسم الجاسىء، ينتج للتو من المعادلتين 

   عن محور الدوران فقط

v  α  r  

   Ι.40نظر المعادلة أويتحدد متجه التسارع كمشتقة السرجهة، .  إشارة التناسبαحيث 

a r r r
= =

×
= × + ×

d
d t

d
dt

d
d t

d
dt

v ( )ω ω
ω  

a r= × + ×ε ω v  62.2 

  المماسية، أو التسارع المماسي: أو كالمركبتين

at  = ε × r 1.63.2 

 والعمودية، أو التسارع العمودي
an  = ω × v 2.63.2 

، المماس على امتداد مسار 1.632.ومن الطبيعي أن يكون خطُ عملِ التسارع المماسي، طبقاً للمعادلة 
 عند الحركة المتسارعة، وموازياً عكسياً للسرجهة ةيكون اتِّجاهه موازياً للسرجهالجسيم، وحسب قاعدة اليد اليمنى 

   ويتحدد مقداره بحاصل ضرب بعده عن محور الدوران وتسارعه الزاوي. عند الحركة المتباطئة

at   = at  = r ε 1.64.2 

، وطبقاً لقاعدة اليد اليمنى 2.632.وعلى الصعيد نفسه، يكون خط عمل واتجاه التسارع العمودي، معادلة 
ويتحدد مقداره . هو الخط النصقطري الواصل بين موضع الجسيم والمركز الثابت وباتجاه هذا الأخير دائماً

   بحاصل ضرب بعده عن محور الدوران ومربع سرعته الزاوية

an  =  an = ω v  = r ω2    2.64.2 
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  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
  28. سؤال م

يدور بسرعةٍ منتظمةٍ قدرها اسطواني كان عمود n =  3000احسب عدد .  دورةٍ في الدقيقة عندما توقف محركه
   .دوراته حتى التوقف الكامل عن الدوران بعد دقيقتين بتباطؤ منتظم

   الـحــل

   260.يتحدد مقدار زاوية الدوران للحركة التباطئية بالمعادلة 

∆ ϕ ω ε= −o t t2

2
 1 

  258.سرعة الزاوية، معادلة حيث إن ال

ω
π π

πo
n

s= = =
30

3600
30

120 1[ / ]     &  ω = 0 2 

  2.592.من المعادلة ) التباطؤ(كما يتحدد التسارع الزاوي 

ε
ω ω π

π=
−

=
−

= −o

t
s

0 120
120

1 2[ / ]                                    

ε  =  π [1/s2] 3 
   تصبح1  ، فإن المعادلة3 والتسارع الزاوي 2وباستبدال قيم السرعة الزاوية 

∆ ϕ π π= × −120 120 120
2

2
 

∆ ϕ
π

=
120

2

2
[ ]rad  4 

 أو كعدد الدورات في الدقيقة

N rev= =
×

=
∆ ϕ

π
π
π2

120
2 2

3600
2

[ . ]  5 

 29. م سؤال

عند دوران ترسٍ مسنن حول محورٍ دورانٍ ثابت 
  بالقانون a المحددة لمتجه التسارع ϕتتغير الزاوية 

ϕ = 0.25 π t [rad.]  
وجد السرعة الزاوية  والتسارع  أ.واني بالثtحيث يقاس الزمن 

   الزاوي كدالتين زمنيتين للشروط الإبتدائية التالية
to = 0 ⇒  ω  =  ωo  

   الـحــل
  2 رسممن 

at=Rε
a

ϕO

R

a

an=Rω2

ϕO

2رســـم  1رســـم  

at=Rε
a

ϕO

R

a

an=Rω2

ϕO

  2رســـم  1رســـم  

  29.شكل م 

tan tanϕ
π

= =
4

t
a
a

t

n
⇒ tan π ε

ω4 2
t

a
a

R
R

t

n
= =  1 

   تؤول للشكل التالي1 فإن المعادلة dt / ωd =  εوحيث إن 
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tan π ω

ω4 2
t dt d





=  2 

  وبإجراء التكامل يكون

tan π ω

ω4 2
t dt d C





= +∫ ∫     ⇒    − = − +
π π

ω4 4
1lncos t C  3 

C ، في المعادلة الأخيرة فإنoω  = ω  ⇒ 0 = otوباستبدال الشروط الابتدائية 
o

= −
1

ω
 بعد حلها 3 وتؤول المعادلة نفسها 

  بدلالة السرعة الزاوية

ω
π ω

ω
π

π
=

+

o

o t4
4

ln[ cos ]
   4 

   التسارع الزاوي ينتج من مفاضلة السرعة الزاوية

ε
ω π ω

π

ω
π

π

= =

+





d
dt

t

t

o

o

2 2

2
4

4 4
4

tan

ln[ cos ]

 5 

  210. م سؤال
سطح الأرض، عند ) الجسيم الملامس لـ(ما سرعة 

؟ نصف قطر  ϕ = 23oالموقع المحدد بزاوية خط العرض 
  .  كيلومترR = 6370الأرض 

   الـحــل
   سرعة الجسيم الملامس لسطح الأرض

v =   r ω  = R cos ϕ  ω 

r

R

الأرض

ω

ϕ = 32o

r

R

الأرض

ω

ϕ = 32o
  

210.شكل م 

v  =  6370000 32
2

24 3600
× ×

×
cos o π

 = 392 [m/s] 

وتدعى هذه الحركة التي يكتسبها الجسيم من دوران الأرض حول محورها، وليست من ذات الجسيم بالحركة   
  .الباب السابعالمكتسبة، انظر 

  211. سؤال م
   أفقي العلاقة التاليةيتبع التسارع الزاوي لقضيبٍ يدور في مستوى 

ε = 12 t - 8 [rad/s2]  
 وذلك للشروط الابتدائية s[4 = 1 t[ و 1 = ot]s[احسب الزاوية الكلية التي يصنعها القضيب خلال حركته ما بين اللحظتين 

  التالية 
t = 0, ω = - 8 [rad/s] , ϕ = 2 [rad]  

   الـحــل
  لزاوية كالتكامل  نحسب السرعة ا256.من معادلة التسارع الزاوي 

ω ε= +∫ dt C1    ⇒   ω = − +∫ ( )12 8 1t dt C  
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ω = − +6 82
1t t C  1 

    نجد الثابت1وبتعويض الشروط الابتدائية في المعادلة 

C1 = - 8 [rad/s]    ⇒   ω = − −6 8 82t t  2 

  لزاوية  نحسب الإزاحة الزاوية كتكامل السرعة ا254.ومن المعادلة 

ϕ ω= +∫ dt C2      ⇒   ϕ = 2 t3 - 4 t2 - 8 t + C2  3 

   وبالتالي نكتبrad[ 2 = 2C[ نجد أن 3وبتعويض الشروط الابتدائية في المعادلة 
ϕ = 2 t3 - 4 t2 - 8 t + 2  4 

 ، نحدد أولاً s[4 = 1t[ى اللحظة  حت1 = ot]s[ولحساب الزاوية الكلية التي يصنعها القضيب خلال الفترة الزمنية من اللحظة 
    تغير اتجاههاωفيما إذا كانت السرعة الزاوية 

ω = 6 t2 - 8 t - 8 = 0 ⇒    

( 3t + 2 )( 2t- 4 ) = 0  ⇒ t1 = -2/3 [s] , t2 = 2 [s] 

 بينما ω > 0 تكون t≤1>2فللزمن  . s[2 = t ، ),41( ∈ )0 > (2 = t[ تغير اتجاهها عند الزمن ωوتبعاً لذلك ؛ نجد أن 
  كمجموعي 4وتُحسب الزاوية التي يصنعها القضيب خلال تلك الفترة الزمنية من العلاقة  . ω < 0 تكون t < 2 ≥ 4للزمن 

   فرقين
∆ ϕ    =  | ϕ4 - ϕ2 | + | ϕ2 - ϕ1 | 

     =   | (2 × 43 - 4×42 - 8×4 + 2 ) - (2 × 23 - 4×22 - 8×2 + 2)| 

       + | (2 × 23 - 4×22 - 8×2 + 2 ) - (2 × 13 -  4×12 - 8×1 + 2)|  

∆ ϕ = 54 [rad]  5 

   4 و 1  الزمنيتينيمكن حل هذا السؤال كتكامل دالة السرعة الزاوية بين اللحظتين :تنبيه

ϕ ω ω ω= ∫ = ∫ + ∫dt dt dt
1

4

1

2

2

4
 

 ثانية، t = 2 تغير إشارتها من سالبة إلى موجبة عند الزمن  ωولأن 
    ، أي أن طلقاًعندئذ  يجمع التكاملان م

ϕ = +∫ ∫(6 t  -  8 t -  8)dt (6 t  -  8 t -  8)dt2

1

2
2

2

4

   

ϕ   = { } { }2 4 8 2 4 83 2

1

2 3 2

2

4
t t t t t t− − + − −  

 = − + + +16 10 32 16  

ϕ   =  54 [rad]  

1 42
3 t

ω

(1,-10)

(4,56)

  . ثانيةt = 4 ثانية و t = 1 نبين اللحظتيومحور الزمن  t(  ω =  ω(دالة السرعة الزاوية المحصورة بينوهذه تساوي المساحة 
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  Plane Motion  الحركة المستوية 2.43.
الحركة المستوية هي الحركة التي تجعل حركة كل جسيمات الجسم الجاسئ وسرجهاتها ومتجهات 

 والأجهزة الميكانيكية حركاتٍ الآلاتوبالعادة يتحرك الكثير من أجزاء . تسارعاتها موازية لمستوى ما ثابت
   .ستقيم وذراع التوصيل في العمود المرفقي وغيرهمامستوية كالدحراج الذي يتدحرج على طريق م

) نقاطه( مستوية، فإن حركات جميع جسيماته 2.201. شكل، ا افترضنا أن حركة الجسم الجاسىءإذ
أي أن سرجهات جميع النقاط الواقعة على .  متطابقةΠً العمودي على المستوى الثابت 1PPالواقعة على الخط 

وبصيغةٍ مكافئة مساراتُ جميع نقاط الجسم الجاسئ . تسارعاتها متوازية أيضاً متوازية ومتجهات 1PPالخط 
إذا افترضنا أيضاً أن . Πوسرجهاتها ومتجهات تسارعاتها موازيةً لمستوى واحدٍ ووحيد هو المستوى الثابت 

سـم الجاسـئ في الج) صفيحةً(، فإن مقطعاً رقيقاً Oxy موازٍ للمستوى الإحداثي Πالمستوى الإسنادي الثابت 
ومن الطبيعي أن دراسة . 2.202. شكل، Sيتقاطع مع المستوى الإحداثي، نستطيع تمثيله فيه بخطٍ منحنٍ مغلق 

  . تكفي للتعبير عن حركة الجسم الجاسىء برمتهOxy برمتِه بالنسبة للمستوى الإحداثي Sحركة المقطع 

y

x

z
S

S

Π

O

P1

1

P

P

2

x

y

S

xA xBO

B

A ϕ

yB
yB

yA

  
   220.شكل 

طول هذا المستقيم .  داخلهAB المستقيم الوهمي  بتموضعOxy في المستوى Sيتحدد موضع المقطع 
 A محددة بالعلاقتين Oxكما أن إحداثيات أحد طرفيه والزاوية التي يصنعها الخط مع المحور  ، l= ABمحدد 

)Ay,Ax(A ) = y,x( و )t(ϕ = ϕ . إذا اعتبرنا النقطةA ،قطباً لجزء الحركة الدوراني حول المحور المار فيها 
   ورياضياً فإن.  يتغير كدوالٍ زمنية عند حركة الجسم الجاسئϕ والزاوية Ay و Axحداثيين فإن كلاً من الإ

xA = xA(t) , yA = yA(t) , ϕ = ϕ(t) 65.2 

ولتوضيح أن الحركة المستوية هي محصلة حركتين، انتقالية . حيث تدعى هذه الدوال بمعادلات الحركة المستوية
    ، حيث t و ot في اللحظتين المتتاليتين Sاللذين يتخذهما المقطع المتحرك  وII و Iودورانية، نتخيل الموضعين 

t∆ + ot= t  ،تتمثل حركة الجسم الجاسئ المستوية في إزاحة المقطع . 221. شكلS ومعه الجسم برمته من 
على امتداد  A إزاحةً انتقالية بحيث ينتقل القطب Sنزيح المقطع :  بالطريقة التاليةII إلى الموضع Iالموضع 

 II في الموضع الجديد S، ثُم ندير المقطع 1B1A الموضع AB، عندئذٍ يتخذ المستقيم 1Aمساره إلى الموضع 
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ويوصف جزء الحركة الانتقالي . ’1B’1A الوضع النهائي 1B1A وليتخذ المستقيم ∆ϕبالزاوية  1Aحول القطب 
 بالمعادلة A بينما يوصف الجزء الدوراني حول القطب 265.للجسم الجاسئ بالمعادلتين الأوليتين من معادلات 

  . فقط من نفس المعادلاتةالثالث

ولذلك، فالمميزات الكينماتيكية 
الأساسية للحركة المستوية هي سرجهة 

 للحركة Aa ومتجه تسارعه  Avالقطب 
 ωالانتقالية، وكلٌ من السرجهة الزاوية 

 للحركة الدورانية εومتجه التسارع الزاوي 
ويمكن إيجاد قيمة أيٍ من . Aول القطب ح

هذه المميزات في أية لحظة زمنية حسب 
   .265.المعادلات 

B

A
A1 A’1

B1

B’1

S
S

to

t = to+∆t

t = to + ∆ t

∆ ϕ

∆t

  

221.شكل 

   سرجهات جسيمات الجسم الجاسئ 2.4.31.

 بالنسبة S من جسيمات الجسم الجاسىء الممثلة بالمقطع B) النقطة(يتحدد متَّجِه الموضع المطلق للجسيم 
  ة الاتجاهية بالمعادل1Oللقطب الثابت 

rB = rA  +  rBA 49.2 

 B متَّجِه الموضع النسبي الذي يبين تموضع الجسيم الاعتباطي BAr و A متَّجِه الموضع المطلق للجسيم Arحيث 
  هي مشتقة متجه موضعه) المطلقة (Bسرجهة الجسيم . 222. شكل، Aبالنسبة إلى 

vB
B A BAd

d t
d
d t

d
d t

= = +
r r r

 

  حيث إن 
d
d t

A
A

r
= v  66.2 

 A ثابتٌ، فإنه يدور حول القطب BArوبينما طول المتجه . 1O بالنسبة للقطب الثابت Aسرجهة الجسيم المطلقة 
، وبالتالي لا تساوي مشتقته  BAr= AB، نصف قطر انحنائه )222. شكلالقوس المتقطع ، (في مسارٍ منحنٍ 

 7الصفر 
d

d t
BA

BA
r

= v   67.2 

، أو بشكلٍ مختصر S وعمودي على المقطع A حول محور دورانٍ يمر في Bهة الجسيم وهذه تدعى بسرج
  أي أن . A حول Bسرجهة 

vB = vA  + vB 68.2  
  

 .Ι، ملحق المتجهات المتغيرة مع الزمن: Ι.9انظر البند   7
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سرجهة أية نقطةٍ من نقاط المقطع وبشكلٍ عام فإن 
Sوذةٍ كقطب  تساوي هندسياً سرجهة أية نقطة أخرى مأخ

مضافاً إليها سرجهة النقطة نفسها عند دورانها مع المقطع 
Sوتتحدد سرجهة الجسيم .  حول هذا القطبB حول A 

     ، عندما تكون261.بالعلاقة الاتجاهية الشبيهة بالمعادلة 
ABω = ω و  AB=r ، لينتج أن   

vBA = ω × rAB =  ωAB × AB 69.2 

) Bالنقطة  (S المقطع  السرجهة الزاوية لدورانABωحيث 
، وبالتالي دوران الجسم الجاسىء برمته، Aحول القطب 

      ،A بالنسبة للقطب B فهو متجه موضع الجسيم ABأما 
AB  =BAr . وباستبدالBAv تؤول 269. من المعادلة 

   إلى الشكل التالي268.المعادلة 

y

O1

x1

rA 

rB rBA 

x

y1

SvBA 

vB 

vA 

α 

β  

A

B

vA

α 

ab

c 90o 

ω
ϕ

  
222.شكل 

vB = vA  + ωAB × rBA 70.2 

  .  222.شكل  ، Babc برسم متوازي الأضلاع المناظر، B) النقطة(جهة الجسيم وهندسياً تتحدد سر

  Sنظرية المساقط لسرجهتي جسيمين من جسيمات المقطع 

 إلى حسابات معقدة بعض   270.يؤدي عادةً تعيين سرجهات جسيمات الجسم الجاسئ وفقاً للمعادلة 
 فقط، فإن حساب السرجهة Bvوخط عمل السرجهة  Avفإذا ما عرف مقدار وخط عمل واتجاه السرجهة . الشيء

Bv ،يستلزم معرفة مقدار وخط عمل واتجاه السرجهة 222.شكل  بطريقة متوازي الأضلاع ،BAv بما في ذلك ،
غير أنه يمكن الحصول على طريقٍ أسهل وأبسـط عملياً، وذلك انطلاقاً من المعادلة .  مقداراً واتجاهاABωًتحديد 

، فإننا نحصل على BAvفإذا ما أسقطنا المعادلة نفسها على خطٍ بحيث نتخلص من الجزء . 270.الأسـاسـية 
 عليه BAv فقط، وتؤول المسألة قيد البحث إلى تحديد الخط الذي يجعل مركبة Bv و Avمعادلةٍ طرفاها السرجهتان 

مسقطا سرجهتي : يةولذلك يمكن صياغة النظرية التال . ABهذا الخط بطبيعته سيكون الخط . تساوي الصفر
  . جسيمين من جسيمات الجسم الجاسىء عند حركته المستوية على الخط المستقيم الواصل بينهما متساويان

 على الخط 270.، ونسقط المعادلة 222.شكل ، B و A) النقطتين( هذه النظرية نأخذ الجسيمين ولإثبات
ABينتج أن ، 

vB cos β  = vA  cos α 71.2 
وكتطبيقٍ مباشر . ، وبالتالي فمركبتها على الخط المذكور تساوي الصفرAB ،AB ⊥ BAv مع  تتعامدBAvإذ إن 

  على النظرية الأخيرة نحل السؤال التالي
  212. سؤال م

 لحساب سرجهتي 271.، معادلة )النظام(جسيمات الميكانيزم استخدم نظرية المساقط لسرجهتي جسيمين من 
   محددة بالمعادلة الاتجاهية Bلمنا أن سرجهة المنزلق  للشكل المرافق إذا عD و Cالطرفين 

vB  = v j   1 
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O

A

B

v

C

D

RR

30o

2R

60o
30oO

A

B

v

C

D

RR

vA 

vC

vAB

vDC

vCcos30o 
v cos30o 

30o

2R

vD

vD cos30o 

  
  212.شكل م 

   الـحــل
   بالمعادلة الاتجاهية   ABتتحدد سرجهتا طرفي الذراع .  Dv و Av ، Bv ، Cvنبين خطوط عمل السرجهات 

  vA   = vB
  + vAB   2 

    يعطي المعادلة BAإسقاط هذه  المعادلة على الخط 
vA = vB

 cos 30o = v  cos 30o   

∴ v vA =
3

2
 3 

   ينتج أن OAومن التشابه بين المثلثين الناتجين على الذراع 

v vC =
1
3 A  =  1

3
3
2

v  

∴ v vC =
3

6
  4 

   بالمعادلة CDأخيراً ، تتحدد سرجهتا طرفي الذراع 
vD   = vC

  + vDC  5 

   DCفنسقطها على الخط 
vD cos 30o   = vC

 cos30o    
 
 ⇒    vD  = vC 

 

∴ v vD =
3

6
 6    

 

  Instantaneous Center of Rotation المركز اللحظي للسرعات

 تكون سرعتها صفراً، وذلك Sالمقطع ) أو امتداداته(سنثبت أنه في كل لحظةٍ زمنية تتواجد نقطة ما في 
وفي العادة تدعى هذه . دام نظرية المساقط لسرجهتي جسيمين اعتباطيين من جسيمات الجسم الجاسىءباستخ

ومن السهل التأكد من أن حركة الجسم حركة مستوية تجعل مثل هذه النقطة . النقطة بالمركز اللحظي للسرعات
 نقطة مفردة ووحيدة في وهذه النقطة.  أو ضمن امتداداتهSتتواجد سواء ضمن المستوى المحصور بالمقطع 

  .اللحظة المعينة
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 إذا كانت سرجهتا جسيمين من جسيمات الجسم الجاسىء 
، 223.شكل ،  على التواليBv و Av، معرفةً بالرمزين )Sالمقطع (

 على 1BB و 1AA وهي تقاطع الخطين العموديين Pعندئذ تكون النقطة 
ذلك نعمد إلى  ولإثبات.  المركز اللحظي للسرعاتBv و Avالسرجهتين 

 تخضع للمعادلة Aهذا يعني أن سرجهة الجسيم . P v≠ 0افتراض أن 
  التالية 

vA = vP  + vAP 
   Bكما أن سرجهة الجسيم 

vB = vP  + vBP 

P

AB

A1

B1

vB

ω 

S 

vA

  
223.شكل                

 وعلى   BP وAP على الخطين Pv و Bv ومن ثم Pv و Avوباستخدام نظرية مساقط السرجهتين 
ويتضح من .  وفي الوقت نفسه، وهذا غير ممكنBP و APة على الخطين  ستكون عموديPvالترتيب، ينتج أن 

.  في اللحظة الزمنية المعينة سوى نقطةٍ واحدة ووحيدة تساوي سرعتها صفراSًهذه النظرية أنه لا توجد للمقطع 
 تساوي حاصل ضرب بعد الجسيم عن المركز اللحظي Sالمقطع ) نقاط(وسرعة أي جسيم من جسيمات 

  لسرعة الزاوية، أوللسرعات وا
vA = AP ω   ,    vB = BP ω  72.2 

  بعض الحالات الخاصة لتعيين المركز اللحظي للسرعات 
سرجهة جسيمٍ منفرد من جسيمات الجسم الجاسئ  -1

معروفةٌ مقداراً واتجاهاً، كما أن اتجاه السرجهـة 
عندئذٍ يساوي . 2.241.شكل ،  محددωالزاوية 
  رعة والسرعة الزاوية  خارج قسمة السAPالطول 

AP A=
v
ω

  1.73.2 

وهذا الطول ينْقَل على العمود المقام على السرجهة 
وباتجاه دوران الجسيم، محدداً مركز السرعات 

  .2.242.شكل ، S للمقطع Pاللحظي

P

A

ω 

S 

vPA

vA

A
ω 

S 
vA

vA  

12  
224.شكل 

كما أن الخط . vA//vBيتان سرجهتا جسيمين من جسيمات الجاسئ محددتان مقداراً واتجاهاً، ومتواز -2
عندئذٍ يتحدد موضع . 25.2 شكل، المستقيم الواصل بين نقطتي تأثير السرجهتين عمودي على السرجهتين

 بتقاطع الخط الواصل بين نقطتي تأثير السرجهتين والخط الواصل S للمقطع Pالمركز اللحظي للسرعات 
  .بين رأسي السرجهتين أو امتدادهما

v
AP

v
BP

A B
AB= = ω  2.73.2 
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vB

P

A

B

vA

S 

vA

P

S 

A

B
vB 

ω

ω

 

  25.2شكل 

vA
S 

A

B vBβ

α

 

 

  26.2شكل 

والخط . vA//vBسرجهتا جسيمين من جسيمات الجسم الجاسئ محددتان مقداراً واتجاهاً ، ومتوازيتان  -3
عندئذٍ يتحدد . 26.2 شكل، المستقيم الواصل بين نقطتي تأثير السرجهتين ليس عمودياً على السرجهتين

 واستناداً إلى نظرية المساقط لسرجهتي . في الما لا نهايةSمقطع  للPموضع المركز اللحظي للسرعات 
  ، يكون Sجسيمين من جسيمات المقطع 

vA  cos α  = vB  cos β   ⇒  vA  = vB 

  ولذلك فالسرعة الزاوية للجسم الجاسئ تساوي الصفر .  متساويتانβ و αلأن الزاويتين 

ω  =  0    &  AP BPv v= = ∞  

  . الجاسئ في تلك اللحظة انتقاليةًلذلك، تكون حركة الجسموتبعاً 

  التدحرج بدون انزلاق للأجسام الاسطوانية - 4

في هذه الحالة تكون سرعتا نقطتي التلامس بين السطح 
 متساويتين وذلك لعدم وجود انزلاق الاسطوانيالثابت والجسم 

ماته ولأن السطح غير متحرك فسرجهة كلُّ جسي. 27.2شكل بينهما، 
 تساوي الصفر، أي أن الاسطوانيكسرجهة نقطة التلامس مع الجسم 

vP = 0 . لذلك تعتبر نقطة التلامسP بين السطحين الاسطواني 
  .والثابت مركز السرعات اللحظي للأجسام الاسطوانية

A

B

C

vB 

Pω  

vC 

vA 

  
27.2شكل 

   متَجِهاتُ تَسارِع جسيمات الجسم الجاسئ  2.3.4.2
ن جسيمات الجسم الجاسئ كمشتقة ثانية لمتَّجِه الموضع أو كمشتقة أولى يتحدد متجه تسارع أي جسيم م

 28.2شكل للسرجهة، 

a r
B

Bd
d t

d
d t

= =
2

2

vB  

  ينتج أن  68.2 بقيمتها من المعادلة vBوباستبدال 
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 28.2شكل 

aB
d
d t

d
d t

= +
v vA BA   ⇒   aB  =  aA +  aBA     74.2 

 يكافئ هندسياً متَّجِه تسارع Sمتَّجِه تسارع أي نقطةٍ من نقاط المقطع  : يمكن صياغة النظرية التالية،ولذلك
 حول محور الدوران المار في S مضافاً إليه متَّجِه تسارع النقطة نفسها أثناء دورانها مع المقطع Aالقطب 
  التالية  الصيغة 74.2، تأخذ المعادلة  منحنيةAٌ حول القطب Bوإذا افترضنا أن حركة الجسيم . Aالقطب 

aB  =  aA +  a BA n  + a BA t   1.74.2 

  العمودي والذي مقداره A بالنسبة إلى القطب B متَّجِه تسارع الجسيم aBAnحيث 

aBA n  = a BA n =  AB ω AB
2  1.75.2 

  المماسي والذي مقداره A بالنسبة إلى القطب B متَّجِه تسارع الجسيم aBAtبينما 

a BA t  = a BA t =  AB  ε 2.75.2 
، وهو يوازي السرجهة إذا A حول Bحركة )منحنى( هو المماس على aBAtخط عمل التسارع المماسي 

وإذا كانت حركة . ε < 0، ويوازي السرجهة عكسياً، إذا كان الدوران تباطئياً ε > 0كان الدوران تسارعياً، 
 1.74.2، فتؤول المعادلة aAt والمماسية aAnرف بالمركبتين العمودية  دورانية، فإن متَّجِه تسارعه يعAالقطب 

 إلى الشكل التالي 
aB  =  aAn + aAt +  aBA n  + aBA t 76.2 

 بطريقة المضلَّعات الاتجاهية عملية   مقداراً واتجاهاBً، أن تعيين تسارع الجسيم 28.2الشكل ويبين 
، بما يعني إضافة Bcde من متوازي الأضلاع A بالنسبة إلى Bم إذ يستلزم ذلك إيجاد تسارع الجسي. معقدة

 ABعلى الخط ) 76.2أو  (1.74.2 المعادلة بإسقاطلذلك يستعاض عن هذه الطريقة . α الزاوية -مجهولٍ آخر 
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اء أحد المجاهيل سو) تنحية (إسقاطوتكفل هذه العملية .  على خطٍ يعامد الخط نفسهإسقاطها، ثم أولاً) أو امتداده(
  . الإسقاط من معادلتين قياسيتين وليدتي هذا aBAt، أو المماسي aBAnالتسارع العمودي 

  حـل المسائل 

، سرجهة 65.2يقوم حل مسائل الحركة المستوية على تحديد معادلات الحركة الأساسية ،معادلات 
 المساقط لسرجهتي جسيمين وفي هذا الصدد، يمكن تطبيق نظرية. 76.2 والتسارع، معادلة 70.2الجسيم، معادلة 

، أو استخدام المركز اللحظي للسرعات لتحديد سرجهة عنصر من 71.2من جسيمات الجسم الجاسئ، معادلة 
وفي الميكانيزمات المختلفة، ذوات الأذرع المتعددة ، يتم حساب السرجهة، التسارع، . عناصر الجسم الجاسئ

. تدريجياً وذلك انطلاقاً من الذراع المعروفة معطياته الكينماتيكيةالسرجهة الزاوية والتسارع الزاوي لذراعٍ معين 
 قيمة محددة للسرعة الزاوية للذراع المعين في لحظةٍ ما، لا تعني بالضرورة أن إيجاديجب الانتباه إلى أن 

لى إذ يتم حساب الأخير كحاصل قسمة التسارع المماسي لطرف الذراع ع. لتسارع الزاوي للذراع نفسه صفراًا
  .طول الذراع

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولة 
   213.سؤال م 

  .AB والتسارع الزاوي للذراع Bما سرعة وتسارع المنزلق . .ω = const بسرعةٍ زاويةٍ ثابتةOAٍيدور المرفق 

30o

2R O
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P
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2R O
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B

90o

60o
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x

ω
30o
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B
60o

y

x

ω4R/3

P
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/  
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    213. شكل م

   الــحـل
   P ،P∈OA المركز اللحظي للسرعات 2 رسميبين 

v vA B
ABAP BP

= = ω   1 

AP = BP = 4
3
R   ⇒  ω

ω
ωAB

A
RAP

R
= = =

v 2 3
24

3

 2  

vB = vA = 2 R ω 3 
   Bتسارع المنزلق 

aB = aA + aBA  =   aAn + aBAn + aBAt 4 
  حيث إن
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aAn = 2R ω2 5 

aBAn  = AB ω AB
2 = 4

3
3
2

2R
×









ω   ⇒   aBAn   = 3 3 2Rω  6 

  aB، نحصل على معادلة تشمل مجهولاً واحداً هو AB على الخط 4عادلة وبإسقاط الم
eq 4 : AB  ⇒ - aB cos 60  = aAn cos30  - aBAn 

 − × = × −a R RB
1
2

2
3
2

3 32 2ω ω   ⇒ a RB = 4 3 2ω   7 

  aBAt ، يعطي معادلة أخرى بالمجهول AB على العمود المقام على الخط 4كما أن إسقاط المعادلة 
eq. 4 : ⊥ AB    ⇒  - aB cos 30         = - aAn cos 60  + aBAt 8  

 4 3 2Rω
3

2
= - 2R ω2 1

2
 + aBAt 

aBAt  =  7R ω2       ⇒         εAB   =  
a
AB

RBAt
R

= =
7 7 3

4

2

4
3

2ω ω  

ε AB = −
7 3

4

2ω k  9 

  214. سؤال م
 ΙΙ،  ساحباً معه الترس O حول محورٍ أفقي ثابت يمر في .ω1 =const بسرعةٍ زاويةٍ ثابتةٍ، OAلمرفق يدور ا

  . Ιالذي يدور داخل الترس الآخر الثابت 
 وذلك للشروط الابتدائية التالية  Po اكتب معادلة حركة نقطة على سطح الترس الخارجي التي تنطلق من الموقع -1

t = t0 = 0 و ϕo = 0.  
  ) ΙΙ نقطة التعشيق على الترس Bالنقطة . ( C و A ،B احسب سرعة النقاط -2
  ؟C و A ، B وما تسارع النقاط -3
   الـحــل

لا ) بالخط المتقطع ( BP و Ι على الترس BPo وللأعلى يكون القوسان Ι داخل الترس ΙΙحال صعود الترس 
  أي أن. متساويين

arc BPo = arc BP  ⇒  (R +r ) ϕ  = r ψ  ⇒ ψ = ( R +r ) ϕ /r 1 
  وحيث

ϕ1   =  ψ  - ϕ  ⇒  ϕ1 =  R ϕ / r 2  
   Pإحداثيات النقطة 

xP  =  R cos ϕ   -  r cos (π - ϕ1)  
yP  =  R sin ϕ    -  r sin (π - ϕ1) 

  ΙΙ على محيط الترس P ينتج معادلتا مسار النقطة 2 من المعادلة ϕ1وباستبدال 

xP = R  cos ϕ   +  r cos R
r

ϕ   3 

yP = R  sin ϕ    -  r sin R
r

ϕ  4 

  . بارامتريةepicycloidalوهي تمثل معادلاتٌ دويرِية 
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  214. شكل م

   Aسرعة الرأس  :السرعة - 2
vA =  R ω1  5 

  B ، النقطة ΙΙوهي تساوي سرعة الرأس نفسه بالنسبة للمركز اللحظي للسرعات للترس 

vB = 0   ⇒ vA =  R ω1  =  r ω2 6 
  IIومنها السرعة الزاوية للترس 

ω ω2 1=
R
r

 7 

   Cسرعة النقطة 

vC CB r
R
r

= =ω ω2 2 1  ⇒ vC R= 2 1ω  8     

   التسارع -3
  ي الصفر  يساوΙΙ، أي أن التسارع الزاوي للترس  ثابتةΙΙً تكون السرعة الزاوية للترس 7من معادلة 

ω ω2 1=
R
r

= const  ⇒  εΙΙ =  0 9  

  Aتسارع الرأس 
aA = aAn   = R ω1

2  

aA = aAn   = - R ω1
2   en   10 

  Cتسارع النقطة 
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aC = aA  + aCA   =  aAn  + aCAn 
aCAn  =  - r ω2

2  et 

aC = - R ω1
2  en  - r ω2

2  et   = - R ω1
2  en   -

R
r

2

1
2ω  et  11 

   Cوتبعاً لذلك، يبلغ مقدار تسارع النقطة 

a
R
r

R rC = +ω1
2 2 2  12 

   Bتسارع النقطة 
aB = aA  + aBA = aAn  + aBA n 
aB = - R ω1

2  en  - r ω2
2  en     

aB = R
r

ω1
2   [ r + R ] , aB = - R

r
ω1

2   [ r + R ] en  13 

  215. سؤال م
وتدفع في الوقت نفسه . ω = ω k الرسم،  بسرعة دورانٍ ثابتةٍ حول محور عمودي على مستوىDتدور العجلة 

 Bأوجد تسارع المنزلق . C و A ، B المتصلة مع بعض بواسطة ثلاثة مفاصل BC وAB والذراعين C و Bالمنزلقين 
   . BC وAB والتسارع الزاوي للذراعين Cوالمنزلق 

   الـحــل
 على Aسرعة النقطة .  حركةً مستوية BC و AB يتِم الذراعان Oz حول المحور الثابت Dبينما تدور العجلة 

  محيط العجلة 
vA = R ω  1 

   من العلاقة PAB في النقطة ABيتحدد المركز اللحظي لسرعات الذراع 
v vA

AB

B

AB
ABAP BP

= = ω   2 

   2 من العلاقة ABفنحسب أولاً السرعة الزاوية للذراع 

 ω
ω

AB
R

R
=

2
⇒  ω

ω
AB =

2
 3 

 Bها نجد سرعة المنزلق ومن
vB =  R ω 4 

  BC هي المركز اللحظي للسرعات للذراع PBCوعلى نفس المنوال، النقطة 
v vC

BC

B

BC
BCCP BP

= = ω   5 

ω
ω

BC
R
R

=
4 2

⇒   ω
ω

BC =
2
8

 6 

  Cسرعة المنزلق 

vC R= 4
4 2

ω  ⇒   vC R=
2

2
ω  7 

 Bنزلق تسارع الم
aB = aA + aBAn +  aBAt  8 

   aBAn و  aAنحسب مركباته العمودية
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y
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 215. شكل م

aA = aAn = R ω2
  

 

aBAn = AB ω2
AB = 2 2

2

2

R ω







⇒  a RBAn =
2

2
2ω  9 

  المماسي تسارع، بينما خط عمل الb-bالخط أي  هو خط حركة المنزلق داخل المجرى المائل، aBولأن خط عمل التسارع 
aBAt هو الذراع BC على محورٍ يجعل تأثير المركبة 8، نسقط المعادلة الاتجاهية aBAt المجهولة أصلاً على هذا المحور 

  Axصفراً، أي على المحور الأفقي 
i   :  - aB  cos 45o  =  + aAn  cos 45o   - aBAn 

aB   = - R ω2  + 2
2

2Rω  / cos 45o   ⇒      aB  = 0  

   By على المحور الرأسي 8 ، نسقط المعادلة ABولحساب التسارع الزاوي للذراع 
j   :  aB  cos 45o  =   -  aAn  cos 45o     +  aBAt 

  0   =  - R ω2 cos 45o  +  AB εAB  ⇒ ε
ω

AB =
2

4
 10 

  Cتسارع المنزلق 
aC =  aB +  aCBn +  aCB t   11 

j  : aC = 0  - aCBn   = 0  -  BC ωBC
2   = - 4R 2

8

2
ω











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a
R

C = −
ω2

8
 , aC

2R
8

= −
ω  j 12 

   Ax على المحور 11 ، نسقط المعادلة BC التسارع الزاوي للذراع ولإيجاد

i  : 0 = 0  - aCB t  ⇒  aCBt  = 0    ⇒  εBC = 0 13 

  216. سؤال م

 المتحرك في C والمنزلق BC وتسحب معها الذراع Ox حول المحور الأفقي OABتدور الصفيحة القطاعية 
أوجد . Oyz المتحرك داخل مجرى دائري في المستوى الرأسي D مع المنزلق ADمجرى أفقي مستقيم، وكذلك الذراع 

:  التاليةخصائص الصفيحة الكينماتيكية. εBC و εADراعين  وكذلك التسارع الزاوي للذD و Cسرعة وتسارع المنزلقين 
نصف و ε ،  ε = ω2i بينما تسارعها الزاوي يساويω ،ω = ω i تساوي Oسرعتها الزاوية حول المحور الأفقي المار في 

  . 3Rقطر المجرى 
  الـحــل

   فنحسب PBC وهي النقطة BCنحدد المركز اللحظي للسرعات للذراع 
vA = vB = 2 R ωABO = 2 Rω = BPBC × ωBC = 2 Rω 
∴     ωBC =  ω  &        ωBC = - ω i  1 

vC = CPBC × ωBC = 2 R ω    ⇒    ∴    vC = 2 R ω  k 2 

  PAD = ∞ ⇒  ωAD = 0 في الما لا نهاية ADبينما المركز اللحظي للسرعات للذراع 

vA = vD = 2 R ω        ∴    vD = 2 R ω k  3 

y
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  Cنحسب تسارع المنزلق . 26.2 الشكل، انظر vA // vBلأن 
aC = aB + aCB  = aBn + aBt + aCBn +  aCB t  4 

 حيث إن 

aBn = 2 R ω2  & aBt = 2 R ω2  5 

aCBn = BC RBC× =ω ω2 22   6 

  يكون BC على الذراع 4 المعادلة وبإسقاط
aC cos 45o = aBt  - aCBn   

aC cos 45o = 2 R ω2  - 2 R ω2  = 0     ⇒    aC  = 0  7 

   يكونBCلخط المتعامد مع الذراع على ا) 4معادلة  (إسقاطهابينما 
0  = aBn  -  aCB t  

0  =  2 R ω2   - 2 R εBC  
∴    εBC   =  ω2          εBC   = - ω2

 i   8 
  Dتسارع المنزلق 

aD = aA + aDA  ⇒ aDn + aDt = aAn + aAt +  aDAn + aDAt  9 
 حيث إن 

aAn = 2 R ω2 , aAt = 2 Rε = 2 Rω2 , a ADDAn AD= × =ω 2 0   &  

a
R

R
R

RDn
D= = =

v 2 2 2
2

3
2

3
2
3

ω
ω  10 

  يكون Oy على سالب المحور 9 المعادلة وبإسقاط
-  j : aDn  =  aAn + aDAt cos 45o  

         aDAt   = ( 2
3

2R ω - 2 Rω2  ) / cos 45o             

 a RDAt = −
−6 2 2

3
2ω  &  [ ]aDAt R=

−
−

6 2 4
6

2ω j  k   11 

  كما يلي ADوأخيراً نحسب التسارع الزاوي للذراع 

ε
ω

AD
DAta

AD

R

R
= =

−6 2 2
3
2 2

2

 &  ε AD = −
−3 2 2

6
2ω i    13   

 Oz على المحور 9 المعادلة وبإسقاط
k   : aDt =  aAt    - aDAt cos 45o 

aDt = 2 R ω2 −
−6 2 4

6
2Rω ,aDt = 2

3
2R ω  14 

 D نحسب تسارع المنزلق 14 - 10ومن المقادير 

aD = aDn + aDt = 2 2
3

2R ω [ - j  +  k ] 15 
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   17.2 سؤال م

  بالمتجهين محددين BA  على امتداد الذراع Cجهة النقطة إذا كان تسارع وسر

aC = 4R 3 ω2 j [ m2/s]  &  vC   =   6 Rω j [ m/s] 
  .OA، ثُم اوجد التسارع الزاوي للمرفق Cحدد موقع النقطة 
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  217.شكل م 
  الحــل 

متجه . B وهو أسفل النقطة Cفقي مع النقطة  على نفس المستوى الأBC المركز اللحظي للسرعات للذراع Pيقع 
 على نفس - متسامتانAT وOAلذلك، فالخطين . AT، وهو أيضاً عمودي على الخط OA عمودي على الخط vAالسرجهة 
  ، يمكن كتابة العلاقة التالية  2 رسملذلك، فمن . P يعرف موقع النقطة B، وتقاطع امتدادهما مع الخط الرأسي من الامتداد

v v vC B A
CBPC PB R

= = =
3

ω   1 

  ، فإن PB = 2R3 وPC = 6Rوحيث القيم 

ω
ω

ωCB
C

PC
R
R

= = =
v 6

6
  ⇒  ωCB = ω [rad/s] 2 

vA = 3 R ωCB  =  R ωOA   ⇒  ωOA = 3 ω [rad/s] 3 

 vB   = 2 3Rω [m/s] 4 

  التسارع 
aC = aAn + aAt  +   aCAn + aCAt 5 

aCAn  = AC ωBC
2  = 3 3R ω2  aAt  = R εOA & aC     = 4R 3 ω2   [m2/s] 

eq 5 : BC      ⇒    aC cos 60             =  0   -  aAt      +   aCAn  

 4R 3 ω2  cos 60  =  0   -  R εOA + 3 3R ω2 6 

 εOA  = 5 3 ω2 [s-2]   ⇒  εOA  = 5 3 ω2 k [s-2] 7 
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  Compound Motion حركة الجسيم المركبة 5.2
.  المطلقة بالنسبة لإطار إسنادٍ واحد هو القصوريئلقد درست حتى الآن حركة الجسيم والجسم الجاس

أن حركة الجسيم تتم بالنسبة لإطاري إسنادٍ في آنٍ معاً، أحدها ثابت اصطلاحاً والآخر متحرك غير أنه يحدث 
الحركة بالنسبة لإطار الإسناد المتحرك : عندئذ تكون حركة الجسيم مركبةً من الحركتين التاليتين. بالنسبة للأول

وبينما تدعى . وهذه الأخيرة يكتسبها الجسيموالأخرى حركة إطار الإسناد المتحرك بالنسبة لإطار الإسناد الثابت، 
حركة الجسيم بالنسبة لإطار الإسناد الثابت بالحركة المطلقة، وحركته بالنسبة لإطار الإسناد المتحرك بالحركة 
النسبية، تدعى حركة إطار الإسناد المتحرك بالنسبة لإطار الإسناد الثابت والتي يكتسبها الجسيم بالحركة 

  . المكتسبة
فالسرعة المطلقة هي سرعة الجسيم . مي أيضاً مفهومي السرعة والتسارع بالنسبة للحركة المركبةونس

والشيء . بالنسبة لإطار الإسناد الثابت، بينما السرعة النسبية فهي سرعته  المقيسة بالنسبة لإطار إسنادٍ  متحرك
  . د الثابت والمتحرك على الترتيبنفسه ينطبق على التسارعين المطلق والنسبي بالنسبة لإطاري الإسنا

فعلى سبيل المثال، يمكن اعتبار حركة كرةٍ مقذوفةٍ على سطح باخرةٍ تتحرك في البحر، حركةً مركبةً من 
وبينما نسمي الأولى الحركة . الحركة على سطح الباخرة وحركة الباخرة بالنسبة للشاطئ: الحركتين التاليتين

وبالعادة يكون . ومجموع الحركتين يشكل حركة الكرة المطلقة. الحركة المكتسبةالنسبية للجسيم ندعو الأخرى ب
.  إطار الإسناد الثابتبالشاطئالإطار المرتبط ارتباطاً وثيقاً بالباخرة إطار الإسناد المتحرك والإطار المرتبط 

ف على الشاطئ، مع أن ومن الطبيعي أن يلاحظ راكب السفينة أن الكرة تأخذ مساراً يختلف عما يلاحظه آخر يق
  .المسارين متكافئان ، بل إنّهما مسار واحد

فبينما تدور الأرض حول محورها . ومن التطبيقات العملية للحركة المركبة الحركة على سطح الأرض
دوراناً منتظماً وبشكلٍ متواصل، تتحرك الأجسام على سطحها، بما يعني اكتسـاب هذه الأجسام الحركة الدورانية 

. وتستخدم هذه الحركة في الديناميكا لدراسة الاتزان النسبي وانحراف المقذوفات نتيجة لدوران الأرض. ضللأر
  . حركة الجسيم النسبية - الباب السابعوهذا ما سنراه ضمن 

  Absolute Velocity سرجهة الجسيم المطلقة 1.5.2
، وبالنسبة للمحاور الثابتة r الموضع   بمتجهOxyz بالنسبة للمحاور المتحركة Pإذا عرفنا حركة الجسيم 

O1x1y1z1 بمتجه الموضع الآخر rP وحددنا حركة الإطار المتحرك بالنسبة للإطار الثابت بمتجه الموضع ،R 
  ، فإن 29.2 شكل، O1 بالنسبة للمركز الثابت Oلمركزه 

rP =  R  +  r 77.2 

، تدور aO والتسارع vOبالسرجهة وفي نفس الوقت الذي يتحرك فيه مركز إطار الإسناد المتحرك 
هذه الكميات الأربعة مقيسة بالنسبة لمركز  . ε والتسارع الزاوي اللحظي ωمحاوره بالسرعة الزاوية اللحظية 

متطابقتين اتجاهاً إلا في الحالة التي تكون فيها الحركة  ε و ωومن الطبيعي أن لا تكون الكميتان . الإطار الثابت
  .النسبية حركة مستوية

، معادلة O بمشتقة متجه موضعه بالنسبة لمركز الإحداثيات الثابتة Pتتحدد السرجهة المطلقة للجسيم 
 أو رياضياً . 77.2
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vP
Pd

d t
d
d t

d
d t

= = +
r R r  78.2 

vO حيث إن
d
d t

=
R السرجهة المطلقة للمركزO 

 نحلل الجزء الثاني). O1بالنسبةِ للمركز الثابت (
d
dt
r فنبدأ من متجه موضع الجسـيم ،P بالنسبة إلى 

 zو  x ،yالمحاور المتحركة بدلالة مركباته 
   ، فنكتب s و p ، qومتّجِهات الوحدة المتحركة 

r = x p + y q + z s 

  rمعدل تغير متجه موضع الجسـيم 

i j

k

x1

y1

z1

z

y

x
ps

q

P
rP 

R

r

y1

x1
z1

O

O1

ω = ωtr

zx
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29.2شكل 

d
d t

dx
d t

dy
d t

dz
d t

x
d
d t

y
d
d t

z
d
d t

r p q s p q s
= + + + + +  79.2 

  السرجهة النسبية حيث تمثل الحدود الأولى 
v r

dx
d t

dy
d t

dz
d t

= + +p q s   80.2 

 وحداتٌ ثابتة مقداراً واتجاهاً لثبات z1و   x1 ، y1للمحاور الديكارتية الثابتة  k  و i ، j وبينما الوحدات الاتجاهية
ويتحدد معدل . حاور  لدورانها مع المs وp ، qالمحاور نفسها، يتغير اتجاه متَّجِهات الوحدة للمحاور المتحركة 

 تغير هذه الوحدات الاتجاهية الجديدة بالعلاقات التالية 
d
d t
p p= ×ω ,  d

d t
q q= ×ω , d

d t
s s= ×ω    1.81.2                         

  لجديد  إلى المجموع ا79.2وبالتالي يؤول مجموع الحدود الثلاثة الأخيرة في المعادلة 

x d
d t

y d
d t

z d
d t

x y zp q s p q s+ + = × + × + ×ω ω ω  = × + +ω [ ]x y zp q s    

x
d
d t

y
d
d t

z
d
d t

p q s
+ + = ×ω r  81.2 

، ينتج أن معدل تغير 79.2 في المعادلة 81.2، معادلة ω×r و 80.2وباستبدال السرجهة النسبية، معادلة 
  يتحدد بالشكل المقتضب التالي   rمتَّجِه الموضع 

d
d t r

r r=  v + ×ω    82.2 

dكما أن استبدال قيمة
dt
r ينتج سرجهة الجسيم المطلقة 78.2 الناتجة وتعويضه في المعادلة ،  

v v vP O r= + + ×ω r  83.2 
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 ،vr وسرجهة الجسيم النسبية  vOوالتي تساوي المجموع الاتجاهي للسرجهة المطلقة لمركز الإحداثيات المتحركة 
 في P) الجسيم( والمرتبطة ارتباطاً وثيقاً بالنقطة Oxyz المثبتة إلى المحاور المتحركة ’P مضافاً إليهما سرجهة

 مثبتاً تثبيتاً صلباً Pوإذا كان الجسيم . ω × rاللحظة الزمنية المعينة بالنسبة لمركز الإحداثيات المتحركة، أي 
 83.2والمعادلة . vr = 0 مساوية للصفر ، عندئذ تكون السرجهة النسبية للجسيم’Pبالإطار المتحرك في الموقع 

 تؤول إلى الشكل التالي 
v vP O= + ×ω r  

وإذا . O بالنسبة للمركز ’P نتيجة تواجده في اللحظة المعينة في الموقع Pوالتي تمثل السرجهة المكتسبة للجسيم 
 ، فإن vtrرمزنا لها بالرمز 

v vtr O= + ×ω r  84.2 

  تأخذ الشكل الجديد  83.2والمعادلة 
v v vP r tr= +  85.2 

   .vtr والمكتسبة vr تكافئ المجموع الاتجاهي للسرجهتين النسبية vPأي أن سرجهة الجسيم المطلقة 

  Absolute Acceleration تسارع الجسيم المطلق  2.5.2

، أو 77.2، معادلة O1للمركز يتحدد متجه التسارع المطلق كمشتقة ثانية لمتجه موضع الجسيم بالنسبة 
   83.2كمشتقة أولى لسرجهة الجسيم المطلقة، معادلة 

a
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d t
d
d t

= =
2

2

v
   

( )a
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d
d t

= + +
×v v ω

    86.2 

  يمثل 86.2الحد الأول في المعادلة 

aO
Od

d t
=

v
 87.2 

 نكتب الحد الثاني . Oكز رالتسارع المطلق للم) متجه(
d
d t

d
d t

dx
d t

dy
d t

dz
d t

rv
= + +






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2

2

2

2

2

2
p q s p q s

  88.2 

   arحيث تمثِّل الحدود الثلاثة الأولى التسارع النسبي 

a p q sr
d x
d t

d y
d t

d z
d t

= + +
2

2

2

2

2

2
 89.2 

 بعد استبدال معدلات تغير الوحدات الاتجاهية للمحاور المتحركة 88.2بينما تمثل الحدود الثلاثة الأخيرة، معادلة 
   1.81.2دلات بقيمها من المعا

dx
d t

d
d t

dy
d t

d
d t

dz
d t

d
d t

dx
d t

dy
d t

dz
d t r

p q s p q s+ + = × + +








= ×ω ω v    90.2 
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 ولينتج أخيراً أن معدل تغير السرجهة النسبية يتحدد بالشكل المقتضب التالي
d
d t

r
r r

v v= + ×a  ω     91.2 

 ، فيكتب كمعدل حاصل ضرب اتجاهي 86.2أما الحد الثالث في المعادلة 
( )d

d t
d 
d t

d
d t

 
 

ω ω
ω

×
= × + ×

r
r r  92.2 

εر السرجهة الزاوية يساوي التسارع الزاوي حيث إن معدل تغي
ω

=
d
d t
، بينما يمثِّل الجزء الثاني في المعادلة  

وباستبدال الجزء . r ومعدل تغير متجه موضع الجسيم ω حاصل الضرب الاتجاهي للسرجهة الزاوية 92.2
dالأخير

dt
r ينتج أن82.2 بقيمته من المعادلة ،  

( ) [ ]d
d t r

ω
ε ω ω

×
= × + × + ×

r
r r v  

 أو 
( )d

d t r
ω

ε ω ω ω
×

= × + × + × ×
r

r rv  93.2 

 ، ثم ترتيب الناتج نحصل على 86.2 في المعادلة الرئيسية 93.2 و 89.2 ، 87.2وبتعويض المعادلات 

a a a r rP O r r r= + + × + × + × + × × ω ε ω ω ωv v  
a a a r rP O r r= + + × + × + × ×ε ω ω ω2 v   94.2 

 ، فإن vr = 0دام الحركة النسبية  عندما انعatrوإذا ما عرفنا متجه تسارع الجسيم المكتسب 
a a r rtr O= + × + × ×ε ω ω  95.2 

 ومتجه التسارع الكوريوليسي  

acor  = 2  ω × vr  96.2 

  بالشكل المقتضب التالي  94.2فمن الممكن صياغة المعادلة 

a a a aP tr r cor= + +   97.2 

نظرية للجاسئ، وتمثل الشكل الرياضي  متجه التسارع المطلق لأحد جسيمات الجسم ا97.2وتحدد المعادلة 
 متجه تسارع الجسيم المطلق يساوي المجموع الإتجاهي لمتجه تسارعه المكتسب : التي تنص8كوريوليس

وبينما يبين متجه تسارع الجسيم المكتسب التغير في . ومتجه تسارعه النسبي ومتجه تسارعه الكوريوليسي
بين متجه تسارعه النسبي التغير في سرجهته النسبية خلال حركته سرجهته المكتسبة خلال حركته المكتسبة وي

 في سرجهته النسبية خلال حركته المكتسبة مضافاً إليه التغير النسبية فإن متجه تسارعه الكوريوليسي يبين التغير
التسارع ، يتلاشى ω = 0وإذا كانت الحركة المكتسبة انتقاليةً . في سرجهته المكتسبة خلال حركته النسبية

   إلى الشكل التالي97.2، وتؤول المعادلة acor = 0الكوريوليسي 
  

8
، عالم فرنسي، اشتهر بأبحاثه في مجالات الميكانيكا التطبيقية G., Coriolis ،1843- -1792 كوريوليس. ج   

  .والنظرية
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a a aP tr r= +  98.2 

  . لتسارعين النسبي والمكتسبأي أن متجه التسارع المطلق يساوي المجموع الاتجاهي ل

  حساب مركبات التسارع المطلق 

التسارع المكتسب يحسب .  لمعادلات الكينماتيكا الأساسيةيحسب التسارعان النسبي والمكتسب وفقاً
كتسارع جسمٍ آخر مثبتٍ بالمحاور ومتحركٍ معها، أو بشكلٍ آخر كما لو أن الحركة النسبية معدومة، معادلة 

إذ إنه يحسب كما لو أن الحركة النسبية هي الحركة . حيح أيضاً بالنسبة للتسارع النسبيوالعكس ص. 95.2
 كضعف حاصل 96.2كما يحسب تسارع كوريوليس بالمعادلة الاتجاهية . 76.2 - 74.2الوحيدة، المعادلات 

مزنا للزاوية وإذا ر. الضرب الإتجاهي لسرجهة الجسم الجاسئ الزاوية المكتسبة والسرجهة النسبية للجسيم
  Ι.27 فإن مقدار تسارع كوريوليس ، انظر معادلة ϕ بالرمز ω و vrالمحصورة بين المتجهين 

acor = acor = 2 ω vr sinϕ  99.2 

  . واتجاهه عمودياً على المستوى المكون من المتجهين وللزاوية الأصغر بينهما

  حل المسائل 

. ، الحركة المكتسبة والحركة النسبيةالاثنتينيل مركباتها يقوم حل مسائل الحركة المركبة للجسيم على تحل
  .وعلى ذلك تغدو الحركة المطلقة معروفة

وفي العادة إما أن يكون .  حدد للّحظة المعينة مركزي المحاور الثابتة والمتحركة، وارسم المحاور أيضاً- 1
  .أو متوازية/المركزان متطابقين، أو أن تكون المحاور متسامتة و

 5.2استخدم المعادلة .  عرف الحركة النسبية للجسيم ، تتحدد تبعاً لذلك السرجهة النسبية والتسارع النسبي- 2
، والتسارع، معادلة 31.2لتعريف إزاحة الجسيم في الإحداثيات الطبيعية، ومنها أوجد السرجهة، معادلة 

47.2.  

 70.2سيمٍ آخر في الموضع المعين، معادلات  عرف الحركة المكتسبة للجسيم، الناتجة من ارتباطه مع ج- 3
  . 76.2و

وفي هذا الصدد . عرف الحركة المطلقة للجسيم كالحركة الناتجة من مجموع الحركتين النسبية والمكتسبة - 4
كما تُضاف مركبة . تكون السرجهة المطلقة مكافئةً للمجموع الاتجاهي للسرجهتين النسبية والمكتسبة

  .للمجموع الاتجاهي لمركبة التسارعين النسبي والمكتسب لحساب التسارع المطلقالتسارع الكوريوليسي 
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   أسـئـلـةٌ مـحلـولـة
  218. سؤال م

وفي . vO = 3vيتدحرج طوقٌ دائري منتظم، بدون انزلاق على سطحٍ أفقي ثابت بسرعةٍ ثابتةٍ لمركزه، مقدارها 
احسب السرعة المطلقة . .vr = v = const نسبية ثابتةٍ، الوقت نفسه تتسلق حلقةٌ صغيرةٌ على محيط الطوق بسرعةٍ

  . المحددين في الشكلP2 و P1والتسارع المطلق للحلقة عند وصولها للموقع 
  الـحــل

وباعتبار أن سرعة . يعتبر تدحرج الطوق بدون انزلاق على السطح الأفقي مثالاً كلاسيكياً على الحركة المستوية
  زاوية ثابتة أيضاً مركزه ثابتة تكون سرعته ال

3 v  = R ω ⇒  ω  = 3v
R

= const.  1 

  وتبعاً لذلك، يساوي تسارعه الزاوي صفراً 
ε = d ω / dt = 0 2 

  P1سرجهة الحلقة المطلقة عند وصولها للموقع 
vP1

  = vP1’ + v1r       ,        P1’ ∈  3 الطوق 
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  18.2 شكل م

Pحيث أن النقطة 
1
 الملامس للطوق مع Pvوللمركز اللحظي للسرعات . ةٌ على الطوق مباشرة حيثما تتواجد الحلقة نقط’

  السطح الأفقي يكون 

vP1’  = v1tr =  R
R

2
3v

 ⇒  v P1’  = 3 2 v  4 

v1r  = v  5 
    تجاهياً إوبالتالي تحسب السرجهة المطلقة 

vP1
 = 3 2 v  (  i   +  j  )   +  v  j   

⇒   vP1 =  3  v  i   + 4 v j   ,  vP1  =  5 v 6 
   P2سرجهة الحلقة المطلقة عند وصولها للموقع 

vP2
  = vP2’ + v2r       ,        P2’ ∈ 7 الطوق 

vP2’  = v2 tr = 2 R 3v
R

⇒ vP2’  = 6 v    8 

v2r  = v  9 
⇒   vP2  =  7 v  i     ,  vP2

  =  7 v 10 
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   P1التسارع المطلق للحلقة في الموضع 
aP1

  = aP1’ + a1r  +  a1 cor  11 

  التسارع المكتسب

aP1’ = a1tr = a1trn   = R ω2 =  R 3 2v
R









 ⇒  aP1’ = a1tr =  9 v 2

R
 12 

  والتسارع النسبي أيضاً باتجاه المركز ). Paرع المركز اللحظي للتسا (Oباتجاه المركز 

a a R
R1r 1rn

r= =












v1
2

⇒ a1r  =
v 2

R
 13 

  كما أن تسارع كوريوليس باتجاه المركز 

a1cor = 2 ω vr = 2  
3v
R

 v  , a1cor  =  6 v 2

R
 14 

   يبلغP1 أن تسارع الحلقة المطلق لحظة وصولها للموضع 14 -12يرة لنجد من المعادلات الثلاث الأخ

aP1
  = 16 v 2

R
  i      &      aP1

  = 16 v 2

R
 15 

   P2التسارع المطلق للحلقة في الموضع 
aP2

  = aP2’ + a2r  +  a2cor  16 

   وللأسفلOالتسارع المكتسب باتجاه المركز 

aP2’ = a2 tr = a2trn   = 2 R ω2 =  2 R 3 2v
R









 ⇒  aP2’ =  18 v 2

R
 17 

  والتسارع النسبي للأسفل  

a a R
R2r 2rn
2r= =












v

2

⇒ a1r   =
v 2

R
  18 

  كما أن تسارع كوريوليس باتجاه المركز وللأسفل أيضاً  

a2cor = 2 ω vr = 2 
3v
R

 v  , a2cor  =  6 v 2

R
 19 

   يبلغP2 أن التسارع المطلق للجسيم 19 -17لنجد من المعادلات الثلاث الأخيرة 

aP2
  =   -  25 v 2

R
  j      &      aP2

  = 25 v 2

R
 20 

  219. سؤال م
  لعلاقة الهندسية وفقاً ل Ox1تطيلة الشكل وأفقيةٌ حول المحور العمودي تدور منصةُ مس

ϕ π=
3

2 3
sin

t  

   على سطح المنصة وفْقَاً للحركة النسبية التالية Pوفي الوقت نفسه يتحرك الجسيم 
x = cos 2 t  , y = sin t  

عرف حركة الجسيم  النسبية، واحسب .  بالأمتارy و xت  والمسافا[rad] بالدائرية ϕ بالثواني، الزاوية tحيث يقاس الزمن 
  . t = π [s]السرعة المطلقة والتسارع المطلق للجسيم عند اللحظة 
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   الـحــل
  ، من معادلات الحركة النسبية فيكون tنحذف بارامتر القياس، الزمن 

x = cos 2t  = 1 - 2 sin2 t   ⇒   x =  1  - 2 y2   1 

 يتواجد الجسيم t   = π [s]وفي اللحظة . Oxyقطع المكافئ في مستوى الإحداثيات الديكارتي المتحرك لنحصل على معادلة ال
Pولإيجاد سرعته المطلقة وتسارعه المطلق نحدد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي .  عند أقصى بعدٍ له عن محور الدوران

  لدوران المنصة 

ω 

y

xOx
ac 

P(1, 0)

vtr 

atrt  

vr

ω 
x1

 y

ar 
atrn 

2

t = π / 4

t = π

1

O
y1

z

ε

2
1−

  

  219. شكل م

ϕ π=
3

2 3
sin

t     ,        t = π [s]        ⇒      ϕ π=
3
4

[ ]rad  2 

3
tcos3

1
2
3 π=ϕ& ,        t = π [s]        ⇒     π=ϕ 12

3&  [rad./s] 3 

3
tsin3

1
6
3 π−=ϕ&& ,       t = π [s]        ⇒      ]/srad[12

2π−=ϕ&&  4 

 مركبات السرعة النسبية 

0x,2tsin2x
πt

=−=
=

&&  &  1y,tcosy
πt

−==
=

&&  5 

vr = - 1 j  [m/s] 6 
  r = OP = 1iوالسرعة المكتسبة  

vtr = vP’  = ω × ×r  = 3
12

π k i1      ⇒  v jtr =
3

12
π  7 

  ، نحصل على  السرجهة المطلقة 7 و 6وبجمع مركبات السرجهة من العلاقتين 

vP = vr + vtr     ⇒     vP = − −











1 3

12
π j  [m/s] 8 

  التسارع المكتسب العمودي . لحساب تسارع الجسيم نحدد مركباته

][m/s144
3OPa 222

trn π=ϕ×= &  
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a trn = −
3

144
2π i  9 

  بينما التسارع المكتسب المماسي

atr =  ε × r = − ×
π

12
1k i  

a trt = −
π

12
j  10 

  10 و 9لذلك، يساوي التسارع المكتسب محصلة المركبتين وتبعاً 

a tr = − −
3

144 12
2π

πi j  11 

  التسارع النسبي 
4xa,2tcos4xa

ttrxrx −==−==
π=π=

&&&& [m/s2] 

0ya,tsinya
ttryry ==−==

π=π=
&&&&                              

ar = - 4 i  12 
  3أما التسارع الكوريوليسي فيبلغ من المعادلة 

aC = 2 ω × vr  = 2 ω k × -j         ⇒       aC = 3
6

π  i  13 

  13 - 9وأخيراً يتحدد التسارع المطلق للجسيم بجمع كل المركبات الأخيرة، معادلات 

aP = − − −( )3
6

4 3
144 12

2π π
πi j  14 

  . 2.2 م سؤالنظر أ. t2 = 2πحل هذا السؤال عندما الزمن : تنبيه

   220. سؤال م
   في مستوى عمودي حسب العلاقة OAمثبتةٌ إلى القضيب تتأرجح أنبوبةٌ دائرية 

ϕ  =   1
3 π sin t  [ rad. ] 1 

   بعكس عقارب الساعة وفْقاً للمعادلةA0 ، إبتدأ جسيم الحركة داخل الأنبوبة من الموضع t = 0 [s]ومنذ لحظة البداية 

S   =  
π

18 R t2   [ m ] 2 
t[s]سب مركبات السرجهة المطلقة ومركبات متَّجِه التسارع المطلق للجسيم في اللحظة اح = 6

π. 

  الـحــل
t[s]في اللحظة  = 6

π بالمقدار 1، يدور القضيب ومعه الأنبوبة وفقاً للمعادلة  

ϕ  =  30o 3 
   A1كما يصل الجسيم داخل الأنبوبة إلى الموضع 

S  = πR2
1 [ m] 4 

  2 رسم، A1سرجهة الجسيم المطلقة لحظة وصوله للموضع 
v1  = v1’ + vr   ⇒  5 

  مركبة السرجهة المكتسبة 
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v1’  =  vtr  =  363R3R
6

t

π=ϕ π=
&  

v1’   =R
π
2

 [ m/s ] 6 

  بينما مركبة السرجهة النسبية 
vr  = 1S&  =  6 R [ m/s ]   7 

R

O

R

ω

A0 ,S t = 0

R

y

A0

S
1

30o

v1’, A1

vr

x
ω

t = π
6

O
R

acor

y

A0

S 1

30o

a1’
, A1

arn

art

x
ω

t = π
6

O

30o

3رسـم  2رسـم  1رسـم  

R

O

R

ω

A0 ,S t = 0

R

y

A0

S
1

30o

v1’, A1

vr

x
ω

t = π
6t = π
6

O
R

acor

y

A0

S 1

30o

a1’
, A1

arn

art

x
ω

t = π
6t = π
6

O

30o

  3رسـم  2رسـم  1رسـم  
  220.شكل م 

  3 رسم،  A1مركبات متجه تسارع الجسيم عند وصوله للموقع 
a1  =  a1’  +  ar  + acor  8 

  حيث أن التسارع المكتسب

a1’ = a1’n  = 
( )v

R

R

R
R1

2 2
2

3

0 5

3
3

12
' .

= =
π

π    [ m/s2 ] 9 

  والتسارع النسبي
ar  =  arn + art  

arn = 
R
S

R
22

r
&

=
v

 = 36 R  [ m/s2 ] 10  

art =   
π
R36=S&& [ m/s2 ] 11 

  وأخيراً نحسب التسارع الكوريوليسي

acor  = ⋅ϕ⋅ 12 & vr  = 2
6

3⋅
π . 6 R    ⇒   acor  =  2 π R 3   [ m/s2 ]    12 

   221.سؤال م 

ما السرعة . ω = 2 [ rad/s] بسرعةٍ زاوية ثابتة، مقدارها AD يتحرك الذراع ،1 رســـم، في الميكانيزم
  ؟BCالتسارع الزاوي للذراع والزاوية 

   الـحـل
. C والمرتبطان بعضهما مع بعض بواسطة المنزلق BCخر  والآADيتكون الميكانيزم من ذراعين، أحدهما قوسي 

    C’،C’∈ ADلحساب سرجهة النقطة 
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2  رســـم

BA

D
C

0.49

0.
76

1.52

1.92
m

ω

O

0.9 m

c

vC’ α
a

b
vC

vCC’

180-(α +β)

β
b1

b2

BA
n

t aCC’n

D

C

vC’

vCC’

n
acor aCt

aCn

a C’n

γ = α−β 

ϕ
α β

t

3 رسـم

1.7

0.9

aCC’t

ωB
ω

vC

O

1 رسـم

0.491.52
0.

76

2  رســـم

BA

D
C

0.49

0.
76

1.52

1.92
m

ω

O

0.9 m

c

vC’ α
a

b
vC

vCC’

180-(α +β)

β
b1

b2

BA
n

t aCC’n

D

C

vC’

vCC’

n
acor aCt

aCn

a C’n

γ = α−β 

ϕ
α β

t

3 رسـم

1.7

0.9

aCC’t

ωB
ω

vC

O

1 رسـم

0.491.52
0.

76

  

  221.ل م شك
vC’ = AC × ω = 1.7 × 2  ⇒  vC’ = 3.4 [m/s] 1 

 ’C مع سرجهة النقطة vC، الذي يربط سرجهة المنزلق 2 رسم يمكن استخدام الرسم السهماني، Cلحساب سرجهة المنزلق 
   ADعلى الذراع 

vC = vC’  + vCC’ 2 
نرسم الخط ). طول( وحدة 3.4، وبطول C من النقطة  انطلاقاACً عمودياً على الخط Caنرسم الخط : 2 رسم، Cabنرسم المثلث 

ab1 انطلاقاً من النقطة a هندسياً يرسم الخط ( موازياً للحركة الانزلاقيةab1 عمودياً على الخط المحوري الواصل بين C ومركز 
 ab1حتى يتلاقى مع ) د طولهوبدون تحدي (C انطلاقاً من النقطة CB عمودي على الخط Cb2ونرسم أخيراً الخط ). الذراع القوسي

وتعتبر طريقة الرسم والقياس غير عملية . قياساً بالمسطرة ، ’vCCو  vC يعرف السرجهتين Cabالرسم الدقيق للمثلث . bفي النقطة 
  ، نكتب Cabفللمثلث الناتج . لذلك تُحل المسألة نفسها باستخدام قانون الجيب. في بعض الحالات

v v vC C CC

sin sin sin( )
' '

α β α β
= =

+
 3 

 3 و 1نحسب من المعادلتين . α = arc sin(1.52/1.7) = 63.4o ،β = arc sin(0.49/0.9) = 33o يتبين لنا أن3 رسمومن 
  السرعتين 

vC =  5.6 [m/s]        &   vCC’  =  6.2 [m/s] 4 
   BCالتسارع الزاوي للذراع 

ωB
C

BC
= =

v 5 6
0 9
.
.

    ⇒    ωB = 6.2 [rad./s] 5  

   نستخدم المعادلتين التاليتين Cبات تسارع المنزلق لإيجاد مرك
aC      =  aC’   +    aCC’      +   acor 6 
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aCn  + aCt  =  aC’n  +   aCC’ n    + aCC’t  +   acor 7 
  نبدأ من المركبة العمودية  . أو اتجاهاً/فنحللها جميعأ مقداراً و. 3 الرسمحيث جميع المركبات محددة على 

aCn   = BC × ωB
2  = 0.9× 6.22  ⇒    aCn   = 34.8 [m/s2] 8 

  بينما المركبة المماسية . CB وخط عملها الذراع Bاتجاهها نحو الدعامة 

aCt   = BC × εB   9 

  المركبة . ، نفترضه مع دوران الذراعCBخط عملها عمودي على الذراع 

aC’   = aC’n  =  AC × ω2 = 1.7 × 22  ⇒    aC’n  =  6.8 [m/s2]  10 

  المركبتان الانزلاقيتان العمودية والمماسية . CA) الخط( وخط عملها Aواتجاهها نحو الدعامة 

aCC’n =
v CC' .

.

2 26 2
192R

=     ⇒   aCC’n  = 20 [m/s2] 11 

aCC’t = R ε   ⇒ aCC’t = 1.92 ε   12 

المماسية عموديةً على المركبة   تكونقية العمودية نحو مركز الذراع القوسي بينماوبالعادة يكون اتجاه مركبة التسارع الانزلا
  وأخيراً نحسب التسارع الكوريوليسي . خط المحور، نفترضها لليمين

acor = 2 ω × vr  = 2 × 2 × 6.2  ⇒   acor = 24.8  [m/s2] 13 

ولأننا نرغب .  وِفقاً لقاعدة اليد اليمنىvr ثم ωهين أولاً واتجاه التسارع الكوريوليسي عمودي على المستوى المكون من المتج
 7 المعادلة إسقاط قيمتيهما يتطلب إيجاد فإن aCC’t والتسارع الانزلاقي المماسي BCللذراع    εBبمعرفة التسارع الزاوي

   BC ومن ثم على الذراع COعلى الخط أولاً : مرتين

Eq 7 :  CO  ⇒   aCn cos β  -  aCt sin β  =  aC’n  cos α  +  aCC’n    -  acor 

  وباستبدال المجاهيل بقيمها كما ورد أعلاه نجد أن 

34.8 cos 33  -  0.9 εB × sin 33  =  6.8 cos 63.4  +  20    -  24.8 

εB  = 63.6 [rad./s2]   &     εB  = - 63.6 k [rad./s2] 14 

Eq 7 :  CB  ⇒  aCn   =  -  aC’n  cos[180 - (α+β)] + aCC’t sinβ + aCC’n  cosβ  - acor cosβ 
  وباستبدال المجاهيل بقيمها كما ورد أعلاه نجد أن 

34.8  =  -  6.8 cos[180 - (63.4+33)] + aCC’t sin 33  +  20 cos 33 - 24.8 cos33 

 لنجد أن التسارع المماسي للذراع القوسي 

aCC’t  = 72.7  [m/s2] 
 لذراع القوسي ومنها نجد التسارع الزاوي ل

 aCC’t  = 1.92× ε ⇒  ε = 37.86 [rad./s2]   &   ε =  - 37.86 k [rad./s2] 15 
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  الباب
  الثالث

  
  :كيسنجرهنري 
فلم يكن ) الشرقيون(لقد كان لنا ثورتنا النيوتنية، أما هم.... 

  .لهم ذلك
مؤسسة الأبحاث العربية،  : ، بيروتستشراقالإإدوارد سعيد، 

  .77، ص 1995
  

  
  

  

   LAWS OF DYNAMICS قوانين الديناميكا
  المفاهيم الأساسية  31.

لقد عرفت . النظرية الذي يبحث في قوانين حركة الأجسام تحت تأثير القوىالديناميكا هي قسم الميكانيكا 
أما . القوة في الاستاتيكا بأنها ثابتةٌ في المقدار والاتجاه، وهي بالتالي مقدار التأثير الميكانيكي بين الأجسام المادية

غير أن قوى متغيرةً، . ظر الهندسية البحتةفي الكَينَماتِيكا فلم تُذكر القوة أبداً، إذ درست حركة الجسم من وجهة الن
وعلى هذا الأساس يمكن أن تكون . أو اتجاهاً تؤثر على الأجسام المتحركة، علاوةً على القوى الثابتة/ مقداراً و

  . القوى المؤثرة وردود الأفعال بين الأجسام المتحركة متغيرة

أو على موضع الجسم أو على سرجهته، أو على وكما تبين التجارب العلمية، فقد تعتمد القوة على الزمن 
ولهذا فقوة نيوتن . متغيراتٍ أخرى لا مجال لذكرها الآن، وقد تعتمد على اثنين من هذه المتغيرات أو كلها

الجسم بالنسبة لسطح الأرض، بينما تعتمد قوة مقاومة الوسط على سرعة ) ارتفاع(للجاذبية تعتمد على موضع 
 عام، فالديناميكا علم يأخذ بعين الاعتبار تأثير القوى الفعالة، وقوى القصور لنفس وبوجهٍ. حركة الجسم فيه

  . الأجسام المتحركة على حركتها

إن قوة القصور لجسمٍ ما، هو خاصية هذا الجسم لتغيير حركته إلى أسرع أو أبطأ تحت تأثير القوى 
حد الأجسام أكثر بطء مما في جسمٍ آخر تحت تأثير فعلى سبيل المثال، إذا كان التغير في سرعة أ. المؤثرة عليه

وتعتمد درجة قصور الجسم على كمية ما . قوتين متكافئتين، فإن الجسم الأول يكون أكثر قصوراً والعكس صحيح
ويطلق على الكمية التي يعرف بها ما يحتويه الجسم من مادة وتحدد مقدار قوة . يحتويه هذا الجسم من مادة

  . ولذلك تعتبر الكتلة دائماً كميةً موجبةً في الميكانيكا. جسمقصوره بكتلة ال
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من جهةٍ أخرى، فإن حركة الجسم لا تعتمد على كتلته الكلية والقوى المؤثرة عليه فقط، وإنما على الأبعاد 
وحتى نستطيع أن . الهندسية للجسم نفسه، وعلى مواضع الجسيمات المكونة له، أي على توزيع الجسيمات وكتلها

نغُض النظر في بداية دراسة الديناميكا عن تأثير أبعاد الجسم أو حتى توزيع جسيماته، نورد مفهوماً جديداً هو 
عنصر طبيعي ذو كتلة، أبعاده متناهيةَ الصغر ويمكن ويعرف الجسيم بأنه . particle الجسيم أو الجسيم المادي

الحركة الانتقالية المستقيمة : لك، كإحدى الحالتينوتصنف حركة الجسيم تبعاً لذ. اهمالها عند دراسة حركته
rectilinear translation motion والحركة المنحنية curvilinear motion . عليه، نعتبر كوكباً ما أثناء وبناء

  .حركته حول الشمس، أو قذيفة مدفعٍ عند تعيين مداها، أو بروتوناً أثناء حركته في مسارعٍ دائري جسيماً مادياً

 النظام أو نظام الجسيمات المادية دراسة حركة الجسيم الماديمن الطبيعي أن تسبق دراسة حركة و
System  of  Particles الجسم الجاسئ، أوحتى Rigid  Body . قسم منهج الديناميكا عادةً إلىديناميكا ولهذا ي

تعيين القوة : الأولى: لى المسألتين التاليتينكما تُقسم مسائل الديناميكا إ. جاسئوديناميكا النظام والجسم ال الجسيم
) النظام(عند معرفة حركة هذا الجسيم، والثانية تعيين قانون حركة الجسيم ) النظام(المؤثرة على الجسيم المتحرك 
  .هذا وتعتبر الأخيرة المسألة الأساسية في الديناميكا. عند معرفة القوة المؤثرة عليه

   ساسيةقوانين الديناميكا الأ  2.3

  Motion Inertial قانون نيوتن الأول ، حركة القصور
إنها لملاحظةٌ مألوفةٌ أن نجعل جسماً ساكناً فوق سطحٍ مستوٍ يتحرك نتيجةَ دفعه أو سحبه أو حتى دسره 

 ،بأرسطوهذه الحقيقة حدت . فعند زوال التأثير الميكانيكي المسبب للحركة يسكن الجسم. ميكانيكياً) دفعه بشدةٍ(
) الأفقية والمستقيمة(ومن جاء بعده من العلماء والفلاسفة الطبيعيين، أن يفترض بأن الحركة المنتظمة السرعة 

 أيضاً أن سرعة أرسطو، اعتقد الباب الأولوكما ورد في . تتطلب دسراً متواتراً؛ أي قوةً ثابتةً مؤثرةً على الجسم
، بما يعني أن الجسم الثقيل أسرع في السقوط من الجسم )نهوز(الجسم الساقط تتناسب طردياً مع صفته الطبيعية 

إذ أدرك أن هذه . ، في بواكير القرن السابع عشر أول من رأى الخطأ في هذا التفسيرغاليليووكان . الأخف وزناً
لى دحرجة وبادر وقد عدِم الوسيلة لأن يوجد فراغاً، إ. النظرة المبنية على الإدراك العام لا العلمي نظريةً خاطئة

هذه التجارب بينت أن الإنحدار على السطوح المائلة يعطي . كراتٍ ذوات أحجامٍ مختلفة على سطوحٍ مائلة
وتبعاً لذلك، استنتج بالمقارنة أن الأجسام جميعها تتسارع بمعدلٍ ثابت تقريبا عند . الكرات المختلفة تسارعاً واحداً

، فكان عليه أن يشق طريقه غاليليو نوتْنِية، لم تكن معروفة لدى هذه الجدليات انبثقت عن مفاهيم. سقوطها الحر
  . بنفسه

إذ كان هذا كافياً .  يميل الجسم الساكن للبقاء ساكناً- قد عرف نصف مفهوم القصور أرسطووكان 
 طريقه بحثاً عن غاليليووباقتناعه بكون كوبرنيكس وحركة الأرض، تحسس . للتعامل مع أرضٍ غير متحركة

فاستحدث رحلةً بحريةً شيقةً لسفينةٍ تتحرك .  يميل الجسم المتحرك للبقاء متحركاً- ف الثاني لمفهوم القصورالنص
وفي معرض مقارناته لفعاليات المبحرين . بسرعةٍ ثابتةٍ وبخطٍ مستقيم وذلك بعيد استقرارها في البحر بلا حراك

إذ لا يستطيع أياً كان التأكد من الحالة . فؤ الحالتين بالتمامأثناء الرحلة مع مثيلاتها عند سكون السفينة تأكد له تكا
أخفق عند استخلاصه النتائج في غاليليو إلا أن . التي هو فيها، أهي السكون أم الحركة بسرعةٍ منتظمة ومستقيمة
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عٍ داخليٍ لا فبقي أسير افتراضٍ قَروسطِّي خاطئ يستند إلى أن مفعول الأجسام ينجم عن نزو. تعميم مبدأ القصور
ومن هنا كان . عن مجرد الكتلة وعن تطبيق القوة، كما لم يستطع تحرير نفسه فكرياً من أغلال الجاذبية الأرضية

الخاص بالأجسام الساقطة، والذي طالما دعي قانون الميكانيكا الأول، لهو قانون يشوبه الخطأ وأخطأه ) قانونه(
  . الصواب

د في تعميم مبدأ غاليليو في القصور إلى ما نهاية، وأعلنه قانون الميكانيكا  فقد أفلح دون تردنيوتنأما 
يظل كل جسيمٍ على حالته من السكون، أو من الحركة المنتظمة بخطٍ مستقيم ، ما لم تُؤثر : الأول الذي ينص

، فإن التسارع يكون F   = 0إذا كانت القوة صفراً : أو بتعابير رياضيةٍ ولغويةٍ. عليه قوةٌ  تُغَير من حالته هذه
 أي أن قوةً صفرية تستلزم تسارعاً صفرياً .const =  v.، لينتج أن الجسيم يتحرك بسرجهةٍ ثابتةٍ  a  = 0صفراً 

 .) بصورةٍ مكافئة سرجهةً ثابتـةًأو(

ك إلى إذ استند في ذل.  اللّبِنَةَ الأولى في صرح الجاذبيةنيوتنلقد شكل هذا الفهم الدقيق لمعنى القصور ل
إذا كانت حركة القمر والكواكب الطبيعية، في حالة انعدام القوة هي حركةٌ في خطٍ مستقيم، فإن : الحقيقة الواضحة

إذ ينبغي أن تؤثر قوةً ما لكي تحرف الجرم . كون حركة هذه الأجرام مداريةً فعلاً ومتسارعةً يقتضي تفسيراً معيناً
 أن هذه القوة متناسبةٌ عكسياً مع نيوتنولقد وجد . منحني حول الشمسالسماوي عن مساره المستقيم إلى مساره ال

  .universal law of gravitation قانون الجاذبية العام -مربع المسافة بين الكوكب المعين والشمس الجاذبة له

 فإذا كان مجموع قوتين أو اكثر مؤثرتين. كذلك يمكن تطبيق قانون نيوتن الأول على الأجسام الأرضية
إذا لوحظ أن جسماً ما يتحرك بدون تسارع، : والعكس بالعكس. على جسم صفراً، تحرك الجسم بسرجهةٍ ثابتةٍ

بيد أن هذا القانون يكون ذا دلالة خاصة عندما يطبق على . وجب أن تكون محصلة القوى المؤثرة عليه صفراً
القوة ) تأثير( إن غياب  .ون تعريف القوةبدً معنى على ، عندها يستحوذ هذا القانونisolated body جسم معزول

 يتحرك الجسم المعزول الحر من التأثيرات : وعلى هذا يمكن تعريف القانون الأول لنيوتن.معناه الانعزال
  . الخارجية بسرجهة ثابتة

 تطبيق قانون  بالحركة تُكَيفُنا لأن نفكر بطريقةٍ أرسطوِية أكثر من نيوتْنِية، فإنةوبما أن خبرتنا المألوف
مثلاً، تحتم علينا نزعتنا . نيوتن الأول على أوضاعٍ عادية قد يكون مربكاً، بالرغم من بساطة هذا القانون المتناهية

هل تؤثر أيةُ قوى على غواصٍ هوائي أثناء سقوطه بالمظلة بسرعة ثابتة؟ : الطبيعية الرد بالإيجاب على السؤال
لكن في الحقيقة ستكون . جابي هذا ، مستنداً إلى قوة الجاذبية المؤثرة عليهومن الطبيعي أن يكون جوابنا الاي

  . محصلة القوى المؤثرة على الغواص الهوائي صفراً، فقوة احتكاك الهواء تبطل مفعول قوة الجاذبية
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  Reference  of  Frames أُطُرِ الإسنَاد
وتُحدد عادة .  بياناتٍ حول الموضع في المكان تستند الميكانيكا بشكلٍ خاص والفيزياء بشكلٍ عام إلى

فلتعيين موضع نقطةٍ ما على خطٍ مستقيم ، يكفي إحداثي واحد، بينما يلزم . نقطةٌ في المكان بواسطة إحداثيات
ثي وكل نظامٍ إحدا. إحداثيان إثنان لتحديد نقطة في مستوى، وثلاثة إحداثياتٍ لتحديد نقطةٍ في مكانٍ ثلاثي الأبعاد

ينطوي على نُقطة معينة، هي نقطة الأصل، واتجاهاتٍ معينةٍ أو محاور وتعليمات، تحدد تموضع النقاط في 
وليس ثَمةَ من نهايةٍ لعدد الأنظمة الإحداثية، فهناك العديد من . المكان نسبة إلى نقطة الأصل والى المحاور

. أن هناك أنظمةً قليلةً نسبياً تُستخدم على نطاق واسعالأنظمة المحددة الذي يكون مناسباً لمعضلاتٍ خاصة، إلا 
  ). الكُرية(الديكارتية والقطبية والأسطوانية والكروية : ومن بين الأنظمة الأكثر شيوعاً

وإطار الإسناد هو فكرة أشمل من . وعلى العموم، تشكل نقطةُ أصلٍ مع فئة محاور ما يدعى بإطار إسناد
وفي التطبيقات . كن ضمن إطار إسنادٍ واحد وجود عددٍ متنوعٍ من أنظمة الإحداثياتفمن المم. نظام الإحداثيات

وعليه يمكن اعتبار أي . الميكانيكية يتم اختيار أطر الإسناد على الأغلب لكي ترتبط ارتباطا وثيقاً بالأشياء المادية
أو حاملةُ طائراتٍ أو مركز جسمٍ جاسيء أو مجموعة من الأجسام الجاسئة، مثل عربة تحمل بندولاً بسيطاً 

ولذلك يعرف إطار الإسناد بإنه . الأرض أو مركز الشمس أو مركز المجرة التي ننتمي إليها مركزاً لإطارٍ إسناد
  . زاوية النظر التي يرى المشاهد العالم من خلالها

ى الأغلب إلى فئةٍ وحتى يكتسب القانون الأول لنيوتن معناه، ينبغي أن يرتبط بإطار إسنادٍ معين، أو عل
وتسمى أطر الإسناد التي يتحقق بالنسبة لها قانون القصور بأطر الإسناد القصورية . معينةٍ من أطر الإسناد

inertial frames of reference . مكانيةٌ  بحتةٌ، ثابتةٌ ومستقرةٌ في مكانها، وفي وهذه الأطر الإسنادية أطر
والإطار القصوري بطبيعتهِ ومركزه .  الزمن مطلق- تعتمد على الزمن أفضل الحالات تتحرك بسرجهةٍ ثابتةٍ ولا

  . ولذلك، يتطابق مركز هذا الإطار مع مركز الكون. بالتحديد يكون معزولاً عن التأثيرات الخارجية

فحركة سلحفاةٍ تزحف . هذه الحقيقة، رغم كل الدقة في حساب حركة الأجسام، أضحت غير عملية
قذيفةٍ صاروخيةٍ عابرةٍ للقارات تنطلق لهدفها أو حتى حركة مركبةٍ فضائيةٍ تنطلق في مسارٍ لجحرِها أو حركة 

إذ تستند دراسة الحركتين الأوليتين مباشرةَ إلى موقع أو نقطة انطلاقهما . زائدي حول الأرض لا يتم بهذا التعقيد
ذا الإطار لا يكون صالحاً لدراسة الحركة وه.  القصورييكافئكنقطة أصلٍ لإحداثياتٍ تعبر عن إطار إسنادٍ معين 

ولذلك . الثالثة، إذ يكون عندها مركز الأرض الأفضل والأدق كنقطة أصلٍ لإحداثياتٍ تعبر عن إطار قصوري
يعرفُ إطار الإسناد القصوري بأنه ذاك الإطار الذي يرتبط ارتباطاً وثيقاً بجسمٍ غير متسارع، إذا تأثر فقط بقوة 

 من عدم تأثره بأيةِ قوة، أو على وجه التقريب جسم تسارعه ذو رتبةٍ أدنى من تسارع الجسم قيد جاذبية، بدلاً
ولذلك ؛ فموقع نقطةٍ على سطح الأرض كنقطة بداية حركة سيارة أو حتى طائرةٍ يكفي كإطارٍ قصوري . الدراسة

. ول الأرض أو تنطلق نحو القمرلدراسة الحركتين، بينما لا يكفي ذلك لدراسة حركة مركبةٍ فضائية تدور ح
عندها يكون مركز الأرض الأمثل لدراسة حركة المركبة الفضائية، لكن ليس للمدى الذي يمكننا من دراسة حركة 

وبالطبع، فإن هذا . لحظتها يكون مركز الشمس هو مركز الإطار القصوري. نيزكٍ يغوص في أعماق الكون
. لى الثورة العلمية، التي حددت الشمس كمركز ثابتٍ للنظام الشمسي إبكوبرنيكسالظرف بالضبط هو الذي أدى 

  . ونحن نعلم الآن أن الشمس ليست ثابتة تماماً، إذ تدور حول المجرة بتسارع ضئيلٍ جداً جداً
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  Mass  Inertial قانون نيوتن الثاني، كتلة القصور
 من نيوتنلقد انطلق . ةَ التي تؤثر عليهسرعة التغير في زخَمِ الجسيم تساوي في المقدار والاتجاه القو

  المعادلة  
F ( t2  - t1 )  = m ( v2  - v1 ) 1.3  

of change  ، والتغير في الزخَم P ، )1t - 2t( F = P ، رمزه impulseوالتي تبين العلاقة ، بين الدفع 

momentum رمزه ، K∆ ، )1v - 2v( m = K∆ .  ن إلى الشكل الذي عبر به  أقرب ما يكو31.وتعتبر المعادلة
 1v ، بكتلة القصور أو ببساطه كتلة الجسيم ، mويسمى ثابتُ التناسب في تلك المعادلة . 1  عن قانونه الثانينيوتن

على 31. فقد قام  بقسمة طرفي المعادلة Euler أويلر أما . 2t و 1t سرجهتي الجسيم في اللحظتين المتتاليتين 2vو
   فحصل على المتساوية ∆ t-2 t= t 1الفترة الزمنية 
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t t
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2 1
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  وباستخدام صيغة النهاية، فإن
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  أو بشكل آخر 
F   =   m a 2.3 

a يساوي المشتقة الأولى لسرجهته aحيث أن تسارع الجسيم  =
d
dt
v . تعرف قانون نيوتن 32.هذه المعادلة 

المؤثرة على ) المتجه الرئيسي للقوى(حاصل ضرب كتلة الجسيم وتسارعه يساوي القوةُ : ة أخرىالثاني بصيغ
كما يمكن الحصول على نفس النتيجة بدون الحصول على محصلة القوى المؤثرة . الجسيم في المقدار والاتجاه

 القوى تُكسِب الجسيم التسارع وتبعاً لذلك، إذا أثرت عدة قوى على جسيمٍ واحد فإن كل قوة من هذه. على الجسيم
  .الذي تكسبه إياه فيما لو أثرت تلك القوة لوحدها

وكي نتدبر مدلول كتلة القصور نتخيل رائدي فضاءٍ يحومان بحرية داخل قَمرة سفينتهما الفضائية في حالة 
كن ملاحظة أن رائداً ويم. فهما يعومان بعيداً عن بعضهما البعض بطريقة معينة لحظة انفصالهما.  الوزنانعدام

كما أن  .  إذ نعزو ذلك إلى كتلته الأصغر، وبخاصةٍ كتلة قصوره الأصغر. نحيلاً انطلق بسرعة أكبر من آخر بديناً
  المرتد في الاتجاه هائلةٍ نسبة إلى قاذفها كرةً مقذوفةً من رائدِ فضاءِ منفرد وعائم في وسط القمرة ستتحرك بسرعةٍ

  

 التغير في الحركة مع القوة المحركة المؤثرة، وتحدث بنفس اتجاه نفس الخط التي تؤثر فيه تلك يتناسب: نيوتنعبارة   1
وهو يستخدم الحركة بدلاً من الزخَم والقوة بدلاً من الدفع، لذا . هذه هي ترجمة عبارة نيوتن الأصلية بالاتينية. القوة

يتناسب التغير في الزخم مع الدفع المؤثر : التاليةيتوجب نقل عبارته تلك لتنطق بالمصطلح الحديث على الصورة 
ص .  من قائمة المراجع العربية1الفيزياء الكلاسيكية والحديثة، مجلد . ك .و فورد: انظر. ويكون اتجاهه موازياً للدفع

349.  
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ا هي جزء وإذا انطلقت الكرة أسرع من رائد الفضاء بأربعمئة مرة، فما مرد ذلك إلا لإن كتلته. المضاد بتؤده
  .ولذلك فمقاومتها للشروع بالحركة، إذن، هي أقل بأربعمئة مرة. واحد من أربعمئة من كتلة رائد الفضاء

فالتسارع يكون في اتجاه القوة .  أن التناسب بين القوة والتسارع اتجاهي32.نلاحظ من المعادلة الاتجاهية 
هذا التناسب لا يستلزم . ض النظر عن السرجهة واتجاههاالمؤثرة على الجسيم قيد الدراسة، بِغَ) محصلة القوى(

أيةَ صِلَةٍ سببية بين القوة والتسارع، إذ يكون طبيعياً إلى حدٍ ما أن نفكر بالقوة كأنها السبب، والتسارع كأنه 
 الأسهل  أن نقول أن التسارع يسبب القوة، بل إنه لمن- سواء بسواء -كذلك يكون من الصحيح منطقياً . النتيجة

نشعر بقوةٍ إضافيةٍ آتيةٍ ) يجعلنا(فبِوسعنا القول، مثلاً ، أن تسارع سيارة إلى الأمام . أحيانا أن نفكر بهذه الطريقة
 بوصفها أحد نواميس الطبيعة، تنص فقط على أن القوة 32.أياً كان الأمر، فإن الصيغة . من خلف المقعد

  . والتسارع يردان معاً بطريقةٍ معينة

   والكتلةالوزن
، المساوية عددياً لوزن gravFتؤثر على كل الأجسام الواقعة قرب سطح الأرض قوة الجاذبية الأرضية 

لكنها تقاس على الوجه الأنسب عندما يكون الجسم . وتؤثر هذه القوة سواء أكان الجسم متحركاً أم ساكناً. الجسم
طها على الأرض من ارتفاعٍ قليل، وباهمال مقاومة الهواء لها ربة أن كلَّ الأجسام عند سقوتجوقد بينَت ال. ساكناً

وبما أن قياس الوزن هو قياس ساكن، فإنه يزودنا بمعلوماتٍ هامةٍ . gتسارع واحد هو تسارع الجاذبية الأرضية 
  .عن قوةٍ طبيعيةٍ أساسيةٍ ومستقلةٍ عن قوانين الحركة

 لدرجة -بالقرب من سطح الأرض يكون وزن الجسم : اليةوتسفر دراسات قوة الجاذبية عن الحقائق الت
وتكون قوة الجاذبية المؤثرة على الجسم مستقلةً عن نوع أو حالة .  مستقلاً عن موضعه-جيدة من التقريب 

  . والأهم من هذا وذاك، أن الوزن يتناسب مع الكتلة تناسباً كونياً لكل المواد وسائر الأحجام. حركته

، فغالباً ما يكون هناك خلطٌ بين هذين )كتلة القصور(لملاحظ بين الوزن والكتلة ونظراً للتناسب ا
فكتلة القصور التي تُعرف في قانون نيوتن الثاني بثابتِ التناسب بين القوة والتسارع، هي مقياس . المفهومين

 على وجه -من ناحية أخرى فإن الوزن هو . نفس القوة للمقاومة المبذولة ضد التغيير في حركة جسمٍ خاضعٍ ل
الطردي، الذي ) الوزن والكتلة(وقد ظلَّ تناسبهما .  مقياس لشدة استجابة الجسم المتحرك لقوة الجاذبية-التحديد 
هذا ويمكن كتابة التناسب .  ، لغزاً غامضاً لأكثر من قرنين من الزمن حتى بداية القرن العشريننيوتناكتشفه 

   على الصورة m وكلتة القصور gravFلتجريبي بين قوة الجاذبية ا

Fgrav     =  m g 

، لنظامٍ إحداثيٍ ديكارتي، بحيث يشير إلى k ، مع متَّجِه الوحدة zفإذا اختير محور .  ثابت التناسب الجديدgحيث 
  الأعلى، كانت المعادلة الاتجاهية 

Fgrav     =  - m g k 
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كون دائماً ثابتاً في الموضع الواحد على سطح الأرض، ومستقلاً عن حجم وطبيعة  يgومع أن الثابت 
وإن مقارنة . 2خط العرض) زاوية(المادة الموزونة، إلا أنَّه يتفاوت قليلاً من موضعٍ لآخر، وذلك بالاعتماد على 

وإذا كانت قوة . البعد كالتسارع، ينبغي أن يكون لها نفس gقانون القوة هذا مع قانون نيوتن الثاني، لَتُبين أن 
  الجاذبية هي القوة الوحيدة المؤثرة على الجسم قيد الدراسة، فإن تسارعه يرتبط حسب قانون نيوتن الثاني 

Fgrav     =  m a 

  وبربط المعادلتين الإتجاهيتين الأخيرتين، ينتج للتَّو أن 
a       =  - g k        &       a   =  g 

’خط العرض) زاوية(ثانية تربيع ل/ متر89.بتٌ متَّجِه للأسفل، مقداره وهذا تسارع ثا
45 o

31  =ϕ . ولذلك، يدعى
g عادةً بتسارع الجاذبية acceleration of gravity 2 .  

  Law  Third Newton’s  قانون نيوتن الثالث

 .الاتجاه تعاكستين فييؤثر الجسيمان المتفاعلان كل منهما على الآخر بقوتين متساويتين في المقدار وم
  ورياضياً نرمز لذلك بالمعادلة

Fij   =  Fji  3.3 
 يدل على j يدل على الجسيم المتأثر بالقوة، والحرف السفلي الثاني i واصطلاحاً، سنجعل الحرف السفلي الأول 

عة في أزواج ترد كل قوى الطبي :وبصورةٍ أكثر تعميماً، يمكن صياغة القانون كالأتي. الجسيم المؤثر بالقوة
يلاحظ أن هذا القانون يحتاج لتطبيقه إلى جسيمين متفاعلين على الأقل، على عكس القانونين . متساويةٍ ومتضادة

  . الأول والثاني اللذين يمكن صياغتهما بدلالة أجسامٍ أو جسيماتٍ منفردة

 لكل فعل يوجد رد :ون نفسه للقاننيوتنهذه الصياغة لقانون نيوتن الثالث لا تختلف كثيراً عن صياغة 
وإن كان استخدامه لكلمة فعلٍ . إن الفعلين المتبادلين بين الجسيمين يتساويان ويتضادان؛ أو فعل مساوٍ ومضاد

  .3 بدلاً من كلمة قوة غير واضح المعالم

  
 gravity internationalتتغير قيمة تسارع الجاذبية الأرضية بدلالة خط العرض حسب الصيغة الدولية للجاذبية   2

formula   
g  =  9.781 ( 1 + 0.53×10-3 sin2 φ - 5.9×10-6 sin2 2φ ) 

وبالتالي فتسارع الجاذبية في .  تسارع الجاذبية لمستوى سطح البحر عند خطِّ الاستواء2s/m[ .7819 = og[حيث أن 
’القدس، خط العرض 

45
o

31 = φ 2[ يساويs/m[.795 9= g  . بالتحديد72. والبند الباب السابعانظر .  
، لها actionفعل ، ولربما فقط لسببٍ لغويٍ مفاده أن كلمة تَغَير الزخَم والقوة مفهومي فعلربما قصد بذلك شمول مفهوم   3

الفيزياء الكلاسيكية والحديثة،  . ك. فورد و: ظرأن.  ليس لها مثل ذلكقوة، في حين أن reactionرد فعل ضد مناسب، 
  .349ص . اجع العربية من قائمة المر1مجلد 
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ومن أهم مظاهر قانون نيوتن الثالث التي تستوجب الفهم، هو أنه قانون قوة وليس قانون حركةٍ بصورةٍ 
فهو لا يفصح بأي شيءٍ، لا عن الحركة ولا عن القوى المؤثرة على الجسم المتحرك أو الساكن والتي . مباشرة

فعلى سبيل المثال . عن نوع القوة المؤثرة بين الجسمين المتفاعلينتنشأ عن أي شيءٍ آخر غير الجسم الثاني، ولا 
، إنجذبت الأرض من الجسم إلى الأعلى Fإذا تأثر جسم إلى أسفل بقوةِ جاذبية الأرض، مقدارها : ينُص القانون

لجسم ، بِغَض النظر عن أية قوى أخرى قد تؤثر على النظام المكون من اFبمحصلةِ قوةٍ مقدارها أيضاً 
وتتحدد حركة كل من الأرض . والأرض، وبِغَض النظر عما إذا كان الجسم متحركاً أو يستقر على منضدة

وقوة جاذبية الأرض هي .  قانون نيوتن الثاني-الكلية المؤثرة على كل منهما ) محصلة القوى(والجسم بالقوة 
 ن قوة جذب الجسم للأرض هي مجرد قوةٍ واحدةٍكما أ. الجسم واحدةٌ من بين مجموعة القوى الممكنة المؤثرة على

وبموجب قانون نيوتن الثالث تكون هاتان القوتان متساويتين . من بين مجموعة القوى المؤثرة على الأرض
  .ومتضادتين، أي أنهما زوج متناظر

لكواكب والقمر فالأرض لا تشد ا. لذلك يساعدنا قانون نيوتن الثالث على الاستنتاج أن قوة الجاذبية متبادلة
وإن هذا ). الأجرام(بقوة جاذبيتها فحسب، بل إن تلك الأجرام تفعل الشيء ذاته فتتعرض الأرض لقوى جاذبيتها 

فالمشتري مثلاً، بضخامة . التبادل في الجذب الناتج عن قوة الجاذبية ليؤدي إلى تعقيداتٍ في حركات الكواكب
  .أي زحلكتلته يشوش على مدارات الكوكب المجاور له، 

وبالطبع فإن سقوط الأجسام على الأرض يخضع أيضاً لقانون رد الفعل، بالرغم من عدم ظهور هاتين 
إن التفاحة تسقط على الأرض لان هذه الأخيرة تجذبها إليها، ولكن التفاحة تجذب الأرض اليها . القوتين في الحال
رض، تسقطان على بعضهما البعض، ولكن سرعة سقوط وبعبارةٍ أدق، فإن كلاً من التفاحة والأ. بنفس القوة تماماً

فالقوى المتساوية والمتضادة للجذب المتبادل . التفاحة على الأرض تختلف عن سرعة سقوط الأرض على التفاحة
 متر لكل ثانية تربيع بينما تعطي الأرض تسارعاً يقل عن 89.بين الأرض والتفاحة، تعطي التفاحة تسارعاً قدره 

وحيث أن كتلة الأرض أكبر من كتلة التفاحة بعددٍ لا متناهٍ . حة بنسبة كتلة الأرض إلى كتلة التفاحةتسارع التفا
ولهذا . من المرات فإن هذا يجعل الأرض لا تنتقل من مكانها إلا بمقدارٍ ضئيلٍ جدا يمكن اعتباره مساوياً للصفر

 من التفاحة والأرض تسقطان على بعضهما السبب نقول أن التفاحة تسقط على الأرض بدلاً من قولنا بأن كلاً
  . البعض

  Units and Dimensions وحدات القياس والأبعاد 33.

إن استخدام قانون نيوتن الثاني . تقاس الكميات الفيزيائية نوعياً بِوحداتٍ بعدِيةٍ وكمياً بِوحداتِ عددية
بين القانون المذكور العلاقة بين الوحدات المكونة له وهي يتطلب استعمال مجموعةٍ متجانسةٍ من الوحدات، حيث ي

إن الوحدات المستخدمة لأي كميتين من الكميات الثلاث الوارد ذكرها تحدد وحدة الكمية . القوة والكتلة والتسارع
نان أساسيتين، بما يعني  تكو]T[ والزمن ]L[لقد اصطُلِح على أن وحدتَي الطول . الثالثة اشتقاقاً من القانون نفسه

ولذلك علينا اختيار أيٍ من الكميتين المتبقيتين، الكتلة، أو القوة ستكون . ]2LT[أن وحدة التسارع تصبح مميزةٌ 
  : وعليه نميز المجموعتين التاليتين. أساسية 

 

 



  77

  Units  of  Systems Absolute  مجموعة الوحدات المطْلَقَة -1

 أساسية، أما القوة فَتُشْتَقُّ من هذه الوحدات انطلاقاً ]M[ والكتلة ]T[ والزمن ]L[ت الطول تعتبر فيها وحدا
وحدة القوة بالقوة اللآزمة لاكساب وحدة الكتلة تسارعاً مقداره وتعرف تبعاً لذلك، . من قانون نيوتن الثاني

 مجموعةَ وحدات مطلقةٍ حيث يقاس التسارع بالمتر SI للوحدات النظام الدولِيوتعتبر مجموعة . وحدة تسارع
، المشتقة من الوحدتين وحدة القوةوعلى هذا الأساس فإن . لكل ثانية تربيع أما الكتلة فتقاس بالكيلوغرامات

. بيعبالقوة التي تُكْسِب كتلةً مقدارها كيلوغرام واحد تسارعاً مقداره متر واحد لكل ثانية ترالباقيتين ستعرف 
 GSC س غ ثكما ينْتَمي نظام . 2s/m.kg[ 1]=N[1 [ بالنيوتنوتعرف هذه القوة 

4

، ووحداته السنتمتر للطول 
  للوحداتللنظام الدولِيوالغرام للكتلة والثانية للزمن إلى مجموعة الوحدات المطلقة تماماً مثلما هو الحال بالنسبة 

SI . اينوتقاس القوة عندئذبالد ]nedy[ بها كتلة الغرام الواحد عند التأثير عليها ، الذي يعرفبـالقوة التي تَكْس
  . بتسارع مقداره سنتمتر واحد لكل ثانية تربيع

  Units   of   Systems Gravitational التثاقلية مجموعة الوحدات -2

 أما الكتلة فتشتق من هذه  وحدات أساسية،]F[، والقوة ]T[، والزمن ]L[تعتبر فيها وحدات الطول 
 وحدة أما. عليها بوحدة قوة بـالكتلة التي تتسارع بوحدة تسارعٍ عند التأثير وحدة الكتلةوتعرف . الوحدات
وإذا تغير موقع تحديد الكتلة العيارية فستتغير . Standard Mass بقوة جذب الأرض لكتلةٍ عياريةٍ فتعرف القوة

ةتبعاً لذلك ودة التي تتغير عند تغير . القوة بالنسبة لمجالها الأرضي، أي موقعها حدحة التثاقلية تعني الودحإن الو
نها غير مرتبطة بموقع أبينما يحدد مفهوم الوحدة المطلقة . موقع الكتلة العيارية بالنسبة لمجال جاذبية الأرض

 . الكتلة العيارية نسبة إلى سطح الأرض

 ادلة التفاضلية لحركة جسيمٍ تحت تأثير قوى محددة المع 34.

، وتؤثر عليه مجموعة m، كتلته Pاعتبر حركة الجسيم 
(  التي محصلتها nFو ..... 1F ، 2F ، 3Fالقوى المحددة 
. 31.شكل ، F ،nF + +..... 3F + 2F + 1F = F) متَّجهها الرئيسي
 يعرف aمتَّجِه  يعرف تموضع هذا الجسيم والrإذا كان المتَّجِه 

a، 235.تسارعه، معادلة  r
=

d
dt

2

2
، فإن المعادلة التفاضلية 

 الواردتين أعلاه a و Fلحركة هذا الجسيم يتم باستبدال كلٍ من 
   32.في المعادلة 

F r
= m

d
dt

2

2
  4.3 

O

r

F2
F1

F4

F3

Fn

F

P

  

31. شكل

 
  

4  CGS مختصرة من الكلمات الإنجليزية ndCentimeter Gram Seco.  
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كما يمكن تعريف نفس المعادلة بأيٍ من الإحداثيات . هذه المعادلة الاتجاهية تصلح لوصف حركة الجسيم ديناميكياً
  فنكتب المعادلة.  أشكالاً قياسية أخرى34.عندئذٍ تأخذ المعادلة . المختلفة

Fx i  + Fy j + Fz k  =  m ax i +  m ay j + m az k 1.4.3  

  يكارتية، أو المعادلةفي الإحداثيات الد
Fn en  + Ft et  =  m an en +  m at et 2.4.3 

  في الإحداثيات الطبيعية، أو المعادلة
Fr er  + Fϕ eϕ  =  m ar er +  m aϕ eϕ 3.4.3 

  .في الإحداثيات القطبية

  حـل المسـائـل 

  يقوم حل مسائل الديناميكا على تكامل المعادلات التفاضلية والذي يشمل 
  . قدر الإمكانالابتدائييار نقطة الأصل لإطارِ إسنادٍ قصوري منطبقةً على موضع الجسيم  اخت-1
 للحركة، الديكارتي، أو القطبي، أو الطبيعي بحيث يكون إحداثي واحد منطبقاً اللازم تحديد نظام الإحداثيات -2

  .  على امتداد الحركة قدر الإمكان
  .  على الرسم، وليس في موضعٍ خاصٍ له كالموضع الابتدائيtraryarbi تمثيل الجسيم في موضعٍ اعتباطي -3
 تحديد القوى المؤثرة على الجسيم المتحرك في اللَّحظة المعينة، وتكوين المعادلة التفاضلية لحركته، مثل -4

  . ، أو  إحدى مركباتها المختلفة34.المعادلة 
 ثابت أو ثوابت التكامل إيجادة المعروفة بما يلزم ذلك التفاضلية بالطرق الرياضي) المعادلات( حلُّ المعادلة -5

  . من الشروط الابتدائية للحركة
يتطلب حل الثانية تعيين معادلة حركة . وكما ذكر سابقاً في بداية هذا الباب، يوجد في الديناميكا مسألتان

على متغيراتٍ ثلاث  بآخر شكلٍ أووإذا اعتبرنا أن القوة تعتمد ب. جسيم تحت تأثير قوةٍ محددة، وهي لذلك الأعقد
لذلك، . هي الزمن والسرجهة والمسافة، فإن حلَّ هذه المسألة سيكون معقداً وفي أحسن الأحوال سيكون حلاً عاماً

  .  على مسائلَ محددةٍ، كأن تعتمد القوة على الزمن، أو على السرجهة، أو على المسافة وبشكلٍ منفردناقتصر حلي

  من القوة تعتمد على الز

  المعادلة التفاضلية لحركة هذا الجسيم 
m a   =   F(t) 5.3 

aولأن التسارع يساوي مشتقة السرجهة الأولى ، =
d
dt
v جراء التكامل عليها إ الناتجة و35.، فإن ترتيب المعادلة

  يبين أن سرجهة الجسيم تتحدد بالمعادلة التكاملية 

v v= + ∫o

t

m
t dt1

0

F( )   6.3 
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vحيث أن السرجهة تساوي مشتقة متجه الموضع ،و =
d
dt
r جراء التكامل المحدود إ و36.، فإن ترتيب المعادلة

  يبين أن تموضع الجسيم يتحدد بالمعادلة التكاملية التالية 

r r F= + +










∫∫o o

tt

t
m

t dt dtv 1

00

( )  7.3 

  . بتدائية للتكامل الا كثابتي تكامل تتحدد قيمهما من الشروطov و orحيث يظهر الثابتان 

   31. مسؤال 

، إذا ما تحرك من السكون من i  2t6 =   F كيلوغرامات وتؤثر عليه القوة 5اوجد معادلة حركة الجسيم الذي كتلته 
  .i 5 = orالموضع الابتدائي 

  الـحــل

   يكون iبتطبيق قانون نيوتن الثاني لحركة هذا الجسيم وللاتجاه 
m a   =   F(t)    ⇒   5 dvx /dt = 6t2  

  xov=  0تتحدد سرعة الجسيم بالمعادلة التكاملية ، حيث تحرك الجسم من السكون يعني أن 

d t dtx

tx

v
v

0

2

0

12∫ ∫= .  ⇒  vx  =  0.4 t3 

  وبكتابة السرعة في المعادلة الأخيرة بدلالة مشتقة موضع الجسم 

vx  =  dx / dt   ⇒ dx t dt
x t

5

3

0

0 4∫ ∫= .  

  جراء التكامل المحدود والأخذ بعين الاعتبار الشروط الابتدائية للحركةإمقطوعة بعد نحدد المسافة ال
x =   0.1 t4 + 5  

  .  والتي تمثل معادلة حركة الجسيم 

  القوة تعتمد على السرجهة 

  المعادلة التفاضلية لحركة هذا الجسيم 
m a   =   F(v) 8.3 

  ولأن التسارع يساوي مشتقة السرجهة الأولى
a =

d
dt
v  

  جراء التكامل المحدود يعطي الزمن إ وترتيبه ثُم 38.فإن استبدال ذلك في المعادلة 

m
d

dt
t

v
v

v

v

F( )
o

∫ ∫=
0

       ⇒        t  = f { v , vo , F(v)}  9.3 

  أو كدالة سرجهة 
v  = g { t , vo , F(v) }  10.3 

vوباستبدال  =
d
dt
r ترتيبها و في هذه جراء التكامل المحدود نحصل على تموضع الجسيمإالمعادلة ثُم  
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r F r= +∫ g t d to o

t

{ , , ( ) }v v
0

  ⇒     r  =  h ( t , vo , F(v) , ro )  11.3 

  .  دوالٌ محددةh و f ، gحيث أن كلاً من 

   32.م سؤال 

 تحت تأثير قوة الاهتزاز  ويتحركm الذي كتلته linear damperوجد معادلة حركة ممتص الصدمات الخطي أ
 السرعة ot   = 0 سرعته بالأمتار لكل ثانية، إذا ناظرت اللحظة الابتدائية v ثابت التناسب وk، حيث  v k-= Fالخطية 

  .i الاتجاهاعتبر الحركة في . ox =  0 عندما كان ممتص الصدمات على بعد ovالابتدائية 

   الـحـل

  م قانون نيوتن الثاني لحركة هذا الجسي
m a = F i         ⇒    m ax = - k v  1 

   للتكامل يكون الحل زمنياً 1 كمشتقة السرجهة الأولى، ثم ترتيب المعادلة xaوباستبدال التسارع 

− =∫ ∫
m
k

d
d t

o

t
v

v
v

v

0

   ⇒   t
m
k o

= − ln
v

 v
 

  أو كدالة سرعة 
v v= −

o
kt me /  2 

  ، كمشتقة الموضع، وترتيبها للتكامل يكون الحل معادلة الحركة التالية2ة وباستبدال السرجهة، في المعادل

x
m

k
eo kt m= − −v

( )/1   3  

  القوة تعتمد على المسافة 

  المعادلة التفاضلية لحركة هذا الجسيم 
m a   =   F(r) 12.3 

aوباستبدال التسارع 
r

=v vd
d

  جراء التكامل المحدود يكون إ،  ثُم ترتيبها و312. في المعادلة 

1
2

2 2

0

m do( ) ( )v v− = ∫ F r r
r

r

 13.3 

   التاليimplicitوالتي يمكن حلها بدلالة الموضع بالشكل الضمني 
r  = q ( ro , vo , v , F(r) )  14.3 

  .  دالةٌ محددةqحيث أن 

  33.م سؤال 

  تسارع جسيمٍ معرف بالعلاقة 
a = 3 x2/3  - x/4     [m/s2]  1  

؟ الجسيم ذو كتلةٍ، مقدارها maxvوما سرعة الجسيم القصوى . الجسيم عندما تكون القوة المؤثرة ذات قيمةٍ حديةاحسب سرعة 
  . oP)0,00,(الوحدة، يتحرك بدون سرعةٍ ابتدائية من النقطة 



  81

   الـحــل
  القوة حسب قانون نيوتن الثاني 

F = ma  = 1 × { 3 x2/3  - x/4 }     [ N ]  2 

  فنكتب .  بالصفرxإذا ساوينا مشتقتها بدلالة ) أكبر قيمة(ذات قيمةٍ حدية ) قوة ال( وتكون 

dF
dx

x= −







=−2 1
4

01 3/   ⇒    x = 512 [m]  3 

a فنعوض التسارعx نحدد سرعة الجسيم كدالة مسافة 
d
dr

=v
v التي تؤول بعد ترتيبها واستبدال الشروط 1 في المعادلة ،

  جراء التكامل إلى الشكل التالي إية والابتدائ

v vd = 3 1
4

2 3x x dx/ −







 ⇒ v 2 = 2 9
5

1
8

5 3 2x x/ −







 4 

   نجد مقدار السرعة m[ 512  =  x[وباستبدال 
v = 228.97 [m/s]  5 

  فنكتب . بدلالة المسافة بالصفر) أو مربع السرعة(فتتحدد من مساواة مشتقة السرعة ) الحدية(أما السرعة القصوى 

d
dx

=
2v 2 9

5
5
3

2
8

2 3 1
4

02 3 2 3 1 3x x x x/ / /−







= −







=   6 

  وحلها يعطي  
x1 = 0   &   x2  = 1728 [m] 7 

 في 1xثبات رياضياً أن استبدال ومن السهولة بمكان الإ
 بينما value .min  يعطي السرعة الصغرى 5معادلة السرعة 

 وعليه يكون. value .max  يعطي السرعة العظمى 2xاستبدال 

vmin = 0 &  vmax  = 386.4 [m/s] 8 
  . 2x و 1x للقيمتين a قيم التسارع افحص

تغیر القوة والسرعة بدلالة المس  افة

0
1728

السرعة      
64

512

القوة    

F[N]

x [m]

v[m/s]

0

386

229

تغیر القوة والسرعة بدلالة المس  افة

0
1728

السرعة      
64

512

القوة    

F[N]

x [m]

v[m/s]

0

386

229

  

تغير السرعة والقوة بدلالة المسافة  : 33. م سؤال
  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة

   34.م سؤال 
 ثانية عندما يتحرك من t = 20 ثانية و t = 10 كيلوغرام في اللحظتين 12وجد سرعة وتسارع صندوق، كتلته أ

، إذا ما سحب الصندوق dµ = .1860، والديناميكي sµ = .20مل احتكاكه الاستاتيكي السكون على سطح أفقي وخشن، معا
  .2 الرسم البياني تتغير زمنياً كما في Fبقوة أفقية 
  الـحـل 

 موازياً Ox بحيث ينطبق على الموقع الابتدائي لحركة الصندوق ونمد المحور Oنحدد نقطة الأصل في الموقع 
  تدائية للحركة هي   الشروط الاب. للحركة لليمين
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البــــاب 
  الرابع 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    PARTICLE A OF  MOTION  CONSTRAINT حركة الجسيم المقيدة
  Principle of Freedom, Constraint القيد، مبدأ التحرر من القيد 41.

وقد . لقد درسنا في الباب الثالث حركة الجسيم المتأثر بقوةٍ أو محصلة قوى اعتماداً على قوانين نيوتن
. الجسيم محددةً بمسارها الوهمي في الفراغ عند المعرفة التامة للقوة المؤثرة عليه مقداراً واتجاهاًكانت حركة هذا 

وعلى النقيض من ذلك ، تتبع بعض الأجسام الأخرى المتأثرة بقوى معينةٍ عند حركتها مساراً واضحاً وملموساً، 
ا التحديد لحركة الجسيم لم يأت من الشروط هذ. كانزلاق عربةٍ على سكة حديد أو حركة حلقةٍ على سلكٍ منحنٍ

الابتدائية للحركة، ولا من القوة الخارجية المؤثرة عليه، بل من جسمٍ أو أجسامٍ أخرى تؤثر على الجسيم  المتحرك 
هذا الجسم أو الأجسام الأخرى المرتبطة ارتباطاً وثيقاً .  محددبمسارتأثيراً متصلاً، تَحد من حركته وتلزمه 

  .يم المتحرك يسمى قيداًبالجس

ويدعى الجسيم المتحرك على سطحٍ 
معيـن أو على منحنى معلوم، ويـكون مجبراً 
على تلك الحركة، تحت تأثـير قوى معينةٍ 
بالجسم المقيد، كما تدعى حركـتـه بالحركـة 

وتسمى المعادلـة التي تُعرف السطح أو . المقيدة
لجسيم المنحنى أو حتى الخط، حيث يجبر ا
بمعادلة  المتحرك بالسير عليه، متلاصقاً به 

 تإحداثياومن الضروري أن تُحقّق . القيد
  . الجسيم المتحرك معادلة القيد

y
z

x

O

I

P(0,-R.0)

  
  41. شكل
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 Ox المحور باتجاهفبعد دفعةٍ قليلة . 41. شكل المقـطـع وأفقية، اسطوانيةلنتأمل حركة كُريةٍ داخل قناةٍ 
 انفصال، ودونما قفزٍ أو Ι، تتحرك الكرية على سطح القناة الداخلي تبعاً للمسار )R-,0,0(من الموضع  الابتدائي 

   القناة الاسطوانية -إن أي نقطةٍ من نقاط هذا المسار، ستحقق معادلة القيد . عن السطح
f(x, y, z)  =  y2  +  z2  - R2   =   0  

ن تكون الشروط الكينماتيكية الابتدائية محددةٌ، إذ وعلى هذا الأساس، فعند الحركة المقيدة للجسيم، يجب أ
  .يجب أن تُحقِق إحداثيات الجسيم في كل لحظـةٍ، حتى اللحظة الابتدائية معادلة القيد

بناء على ما ورد، يكون الجسيم مـقيـداً إذا كانت حركته لأي سببٍ  محددةً بمسارٍ معروف، كأن يكون 
تعليق أو منزلقاً على سطحٍ محدد، ويكون الجسيم مرتبطاً ارتباطاً وثيقاً بهذا الجسيم مربوطاً بخيط إلى محور 

  .المسار أو القيد، يلاصقه وينزلق عليه
ويمكن اعتبار الجسيم المقيد حراً من قيوده وحراً في حركته متى استبدلنا القيود بمحصلة ردود أفعالها 

 هي محصلة جميع Rوأن ، Fصلة القوى المؤثرة عليه هي فإذا  افترضنا أن مح. على الجسيم المعين) تأثيرها (
  ردود الأفعال، فإن القانون الأساسي لحركة هذا الجسيم المقيد يأخذ الشكل التالي 

m a  =  F  +  R 1.4 

  .بمبدأ التحرر من القيدويسمى مبدأ استبدال القيود بردود أفعالِها .  كتلتهm متّجِه تسارع الجسيم، و aحيث أن 

  معادلة القيد، أنواعه  42.

أياً كان القيد ودون اعتبارٍ لطريقة تركيبه أو للشكل الذي يأخذه يمكن استخراج معادلته تحليلياً لتأخذ 
  الشكل الضمني التالي

f ( t , r , r& )  =  0 2.4 
وقد تعتمد على متغيراتٍ أخرى لا . &r والسرجهةrولذلك؛ فمعادلة الـقـيـد تعتمد على الزمن ومتَّجِه الموضع 

فالقيد الذي لا يعتمد . التسمية المناظرة يكْسِب القيد &rو t ،rأي متغيرٍ من هذه المتغيرات . مجال لذكرها الآن
∂على الزمن صراحةً،

∂
f
t

= د الذي لا يعتمد على السرجهة يسمى والقي. stationary، يدعى بالمستقر 0

 التي تَستوفي الشَرطين scleronomicوهناك القيود الإسكليرونومية . holonomic) الهندسي( بالهولونومي
 - تُدعى بالريونومية-السابقين فلا تعتمد على الزمن ولا على السرجهة، والقيود الهولونومية الزمنية

rheonomicمعادلة  القيد الريونومي الاتجاهية . راحةً ولا تعتمد على السرجهة، التي تعتمد على الزمن ص  
f ( t , r )  =  0 

، بينما يقتصر العمل في هذا الباب على معرفة وحل المسائل التي الباب العاشروهذا النوع من القيود سيبحث في 
  دون الزمن تحوي قيوداً إسكليرونومية، معادلتها الاتجاهية تأخذ شكل المعادلة الأخيرة ب

f ( r ) = f (x,y,z) = 0 3.4 

والقيود تظهر للجسيم المتحرك وللنظام الديناميكي أو الميكانيكي على شكل خيوطٍ ، قضبان، مفاصل، 
مساند ثابتة أو متحركة، منحنياتٍ سلكية أو غيرها، أو حتى سطوحٍ يجبر الجسيم المتحرك أو النظام حال ارتباطه 
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حتى نظاماً مقيداً  وتعتبر كل آلية في الطبيعة قيداً مركباً أو. لمحددة ضمن مسارٍ محددبهذا القيد على الحركة ا
، قضيباً عديم الوزن وبنفس طول الخيط، 54. شكل في البندول البسيط Pوإذا كان حامل الثقل . يحوي عدة قيود

 ϕ والمعرف رياضياً إما بالزاوية ،PoPفإن هذا الأخير سيجبر الكتلة نفسها على الحركة الدائرية المحددة بالقوس 
للكتلة المتحركة، والمنحنى ) مركباً(ولذلك فالمفصل والقضيب يشكلان قيداً . z و yأو الإحداثيات الديكارتية 

  . يرسم المسار المحدد لهذه الكتلةOP ونصف قطره Oالدائري الذي مركزه 

لس على الجسـيم المتحرك يكون عمودياً ومن المهم التنويه إلى أن رد فعل السـطح أو المنحنى الأم
وتدعى هذه القيود، حين يتلاشـى الاحتكاك عند الحركة بالقيود . على السـطح أو المنحنى في نقطة التماس

وعلى النقيض من ذلك تدعى القيود التي يظهر فيها الاحتكاك كقوة إعاقة بالقيود . constraints idealالمثالية 
  . intsconstra realالحقيقية 

  الديكارتيةالمعادلة التفاضلية لحركة الجسيم المقيد في الإحداثيات  43.

  حركة الجسيم المقيد بسطحٍ أملس 4.31.
، فإن رد فعله على الجسيم 43.إذا افترضنا قيداً إسكليرونومياً وأملساً يتمثل كسطحٍ منحن، معادلته 

 بِرد فعله Rوباستبدال تأثير القيد . 42. شكل الاحتكاك، المتحرك يكون متعامداً في نقطة التلامس بسبب انعدام
N و ،F محصلة القوى الخارجية المؤثرة على الجسيم ، كوزنه gm بدلالة مركباتها 41. مثلاً، نكتب المعادلة 

  على المحاور الديكارتية المتعامدة 

x2

2
Fxm

dt
xdm == &&  + Nx 

y2

2

Fym
dt

ydm == &&  + Ny   4.4 

z2

2
Fzm

dt
zdm == &&  + Nz  

هذه المعادلات الثلاث تحوي ستة مجاهيل، ثلاثة مجاهيل 
، xN، وثلاثة مجاهيلٍ لمركبات رد الفعل z وx ،yللإحداثيات 

yN  وzN . ومعادلات 43.وبالأخذ بعين الاعتبار معادلة القيد 
، كمجموع أربع معادلات، فإنه يلزمنا معادلتين 44.الحركة 
  . لحلّ هذه المسألـة رياضياًإضافيتين

z

x

y

yP 

zP 

xP 

Pr

O

F

f

nN

  
42. شكل

وبالاعتماد على البديهية القائلة بأن رد فعل السطح الأملس عمودي عليه، لإلغاء الاحتكاك الموازي 
 عمودياً f grad 1 متّجِه التَدرجPعكسياً للحركـة، فإننا نستطيع أن نرسم في موضع تلامس الجسيم المتحرك 

أي أن. Pnلى العمود المقام من نفس موضع الجسيم على السطح المـحـدد على السطح ومنطَبقاً ع

                                                        
1   جرالانحدار أو التَد gradient ًيكتب رياضيا  grad f أو ∇f ويقرأ ،del f)  ْدِلf ( أوNabla) لَهنَاب.(  
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grad f  ≡ df
dn

 en    &  ∇  f ≡ df
dn

 en  5.4 

dfأما.  df<0  متّجِه وحدةٍ عموديٍ على السطح، يوضح الاتجاه الذي يكون فيه neحيث 
dn

و المشتـقة  فه

 متسامتان، لذلك نكتب           ، N ورد الفعل fgradالتَدرج : من جهة أخرى؛ المتَّجِهان. fالعمودية لدالة السطح 

N = λ grad f 6.4 
كما نكتب .  للقيد الذي يمكن أن يكون دالةً زمنيةLagrange’s Multiplier هو مضروب لاجرانج λحيث 

  يلها بأيٍ من الصيغتين  المعادلة الأخيرة بعد تحل
N = + + = + +N N N f

x
f
y

f
zx y zi j k i j kλ

∂
∂

λ
∂
∂

λ
∂
∂

  7.4 

  أو
N f

x
N f N f

x y z= = =λ
∂
∂

λ
∂
∂

λ
∂
∂

, ,
y z

 8.4 

   إلى الشكل الجديد  44.تؤول المعادلة  Nوباستبدال مركبات رد الفعل 

xFxm =&&  + λ
∂
∂
f
x

 

yFym =&&  + λ
∂
∂

f
y

 9.4 

zFzm =&&  + λ
∂
∂
f
z

  

 و x ،y، نحصل على أربع معادلاتٍ بأربعة مجاهيل هي الإحداثيات 43.وبائتلاف هذه المعادلات مع معادلة القيد 
z ومضروب لاجرانج ،λتكاملها مرتين، لنحصل في النهاية ) إجراء( ، يتكون بِـ 49.إن حلّ المعادلات .  فقط

، التي تعرف 49.هذه المعادلات . الجسيم ومضروب لاجرانج الذي يمكن أن يكون دالةً زمنيةعلى معادلة حركة 
. Lagrange’s Equations of  the First Kindمعادلات لاجرانج من النوع الأول حركة الجسيم المقيدة تسمى 

  ، فتُحدد قيمته من المعادلة Nأما رد الفعل 
N N N Nx

2
y
2

z
2= + +  = | λ grad f | 

N =








+








+








λ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

f
x

f
y

f
z

2 2 2

   10.4 

هنا يكون متَّجِه السـرجهة . ، وإسكليرونوميbilateral 2سندرس حركة الجسيم على سطحٍ ثنائي الجانب
vعلى .  منطبقاً على المسـتوى المماس على السطح يعلى السـطح، وبالتالي عمود يعمود جروحيث إن التَد

، لهذا فحاصل الضرب القياسي للمتجهين المذكورين أعلاه يساوي v⊥ f gradكور، المسـتوى المماس المذ
  أي أن . صفراً

                                                        
لمزيد من المعلومات، . سطح متَّصل ومرتبط بالجسم المتحرك ارتباطاً وثيقاً، يلاصقه ولا ينفصل عنه: لجانبسطح ثنائي ا  2

 .280، ص الباب العاشرانظر 
  



  97

v ⋅ grad f  = 0  11.4 

  وبحساب المشتقة الأولى لحاصل الضرب القياسي
a ⋅ grad f  +  v ⋅ d

dt
 grad f    =  0 12.4 

 للقيد الأملس 41.الناتجة بقيمتها من المعادلة  amستبدال ، ثم اm في الكتلة 412.وبضرب طرفي المعادلـة 
  يكون 

(F + N) ⋅ grad f  +   m v  ⋅ d
dt

 grad f  =  0 13.4  

  ، ينتج أن مضروب لاجرانج يتحدد بالعلاقة 46. بقيمته من المعادلة Nاستبدال رد الفعل كما أن 
λ = − ⋅

1

f
[ f

2grad
gradF + v  ⋅ d

dt
 grad f ] 14.4 

  .λ بعد التعويض عن قيمة 46.وليحسب بعد ذلك رد الفعل من المعادلة 

  حركة الجسيم المقيد بمنحنى أملس 4.32.

عند حركة الجسيم على منحنى أملس وثابت، 
، فإن معادلة هذا المنحنى تعرف بتقاطع 43. شكل

 شبيهةٌ بالمعادلة أملسين، معادلة كلِّ منهما) قيدين(سطحين
 و z,y,x( 1f( = 0، أي أن 2 و1 مع إضافة الرمزين 43.
0 = )z,y,x( 2f . فعل المنحنى على الجسيم يتكون رد

، وهما محددان 2 و 1المتحرك من ردي فعل السطحين 
  بالمعادلة 

N  =  N1 + N2  15.4 

z

x

y

yP 

zP 
zP 

xP 

Pr

O

F

N2

N1

N

f1

f2

  

3 4.شكل

.  رد فعل السطح الثاني على الجسيم نفسه2Nما  رد فعل السطح الأول على الجسيم المتحرك ، بين1Nحيث 
   ينتج415. من المعادلة 41. في المعادلة Nوباستبدال رد الفعل 

m  a   =   F  + N1 + N2 16.4 
  : نحصل على المعادلة الاتجاهية التالية46.وقياساً على المعادلة 

m a  =  F  +  λ1 grad f1  + λ2 grad f2   17.4 
   على المحاور الديكارتية417.اسية، مساقط المعادلة أو المعادلات القي

xFxm =&&  + λ
∂
∂

λ
∂
∂1

1
2

2f
x

f
x

+  

yFym =&&  + λ
∂
∂

λ
∂
∂1

1
2

2f
y

f
y

+  1.17.4 

zFzm =&&  + λ
∂
∂

λ
∂
∂1

1
2

2f
z

f
z

+   



 98

 تكون مجموعةً z,y,x (2f = (0 و1f) z,y,x = (0  بالإضافة إلى معادلتي القيدين4.171.هذه المعادلات 
إن حلّ . 2λ و 1λ، ومضروبي لاجرانج z و x ،yمن خمس معادلاتٍ ذات خمسة مجاهيل، الإحداثيات الثلاثة 

 بإجراء تكاملها مرتين ثُم إيجاد ثوابت التكامل، يعرف معادلة حركة الجسيم المتحرك على 4.171.المعادلات 
   2N و 1N نـجـد قيمتي ردي الفعل 410.وقياساً على المعادلة . ملس والثابتالمنحنى الأ

N1  = | λ1  grad f1 | =








+








+








λ
∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1
2

1
2

1
2f

x
f
y

f
z

    1.18.4 

N2   = | λ2  grad f2 | =








+








+








λ
∂
∂

∂
∂

∂
∂2

2
2

2
2

2
2f

x
f
y

f
z

    2.18.4 

   2λو   1λ،  قيمتي مضروبي لاجرانج 414.كما نجد، قياساً على المعادلة 
λ1

1
2 1

1
f

[ f= − ⋅
grad

gradF +  v  ⋅ d
dt

 grad f1 ]  1.19.4 

λ 2
2

2 2
1

f
[ f= − ⋅

grad
gradF + v  ⋅ d

dt
 grad f2 ]  2.19.4  

  المعادلة التفاضلية لحركة الجسيم المقيد في الإحداثيات الطبيعية 44.

    حركة الجسيم المقيد بمنحنى أملس  4.41.
، 44. شكل، Ptnb، على الإحداثيات الطبيعية N = R، بعد استبدال 41. الاتجاهيةمعادلة إذا أسقطنا ال

  نحصل على 
m at  =  Ft 

man  =  Fn   + Nn   20.4 

mab  =  Fb  + Nb  

 استناداً إلى 20.4لذلك نكتب المعادلات ،  t a+ n a=a وb a = 0  الحركة تتم في مستوى التلامس، فإنولأن
   بالصيغة الجديدة 2.48المعادلات 

m at  = m d S
dt

F
2

2 t=  1.21.4  

m an = m v 2

R
= Fn+ Nn  2.21.4 

إن أفضلية معادلات أويلر .  لحركة الجسيم على منحنى أملسEquations Euler’sبمعادلات أويلر  ياندعلتان تال
 الأول هي الإمكانية المتوفرة والمباشرة للمعادلات الأولى لحركة الجسيم المقيدة على معادلات لاجرانج من النوع

تكامل المعادلة ولذلك ف. لإيجاد رد الفعل الديناميكي، وحركة الجسيم في الوقت نفسه على عكس معادلات لاجرانج
  مرتين يعطي الحركة  421.1.
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S =  So  + [ ] dt
0 0

t

t o

t

F dt∫ ∫ +v  22.4 

رد  20.4 من المعادلاتوالثالثة  الثانيةبينما تعرف المعادلتين 
ى نوعية القيد والقوى علالفعل الديناميكي الذي يعتمد بالإضافة 

الحركة ولأن . المؤثرة على الحركة ممثلةً في السرعة وتغيرها
وتبعاً لذلك ينتج  bF =0فإن b a = 0تتم في مستوى التلامس، 

عاً لذلك  تبوتؤول. bN = 0المعادلة الثالثة أن رد الفعل من 
   للشكل الجديد  420.المعادلات 

m
d S
dt

F
2

2 t=   23.4 

  m v 2

R
  = Fn + Nn  24.4 

n

t

b

y

x

z

P

Osculating plane

العمود المزدوج 
binormal axis

yP

zP

xP

O

F

مستوى التلامس
n

t

b

y

x

z

P

Osculating plane

العمود المزدوج 
binormal axis

yP

zP

xP

O

F

مستوى التلامس

  
  44.شكل 

  حركة الجسيم المقيد بمنحنى خشن 4.41.

والأخيرة هي قوة . µFية والمماس Nمكوناً من المركبتين العمودية  Rفي هذه الحالة يصبح رد الفعل 
إن تعويض قوة الاحتكاك الانزلاقية كقوة أخرى للقوى المؤثرة في الجهة اليمنى . Nµ = µFالاحتكاك الانزلاقية 

   يعرف المعادلة الاتجاهية لحركة الجسيم المقيد بمنحنى خشن 41.في المعادلة 
m a  =  F  + N   +  µ N 25.4 

   من إسقاطها على المحاور الطبيعية الثلاثة أو ثلاث معادلات قياسية ناتجة

m at  = m
d S
dt

F
2

2 t=  - µN 26.4 

m an = m v 2

R
 =  Fn +  N 27.4 

0      =  Fb  + Nb  28.4 

 بعد إلغاء الأخيرة 428.-426.وكما ورد أعلاه بالنسبة للحركة المقيدة بمنحنى أملس تؤول المعادلات 
  الجديد التالي للشكل 

m
d S
dt

2

2 = Ft - µN 29.4 

  m v 2

R
  = Fn + Nn  30.4 
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  مبدأ دالمبير للجسيم المقيد  45.

∑F،  iFإذا افترضنا أن المتَّجِه الرئيسي لمحصلة القوى المؤثرة على الجسيم المقيد 
=

n

1i
 = F  ورد فعل

وإذا طرحنا من . 41.، فإن المعادلة الاتجاهية لحركة هذا الجسيم المقيد تأخذ شكل المعادلة Nالجسيم القيد على 
   فإننا نحصل على المعادلة amطرفي المعادلة المذكورة الكمية المتَّجِهة 

F  +  N  -  m a  = 0 31.4 
، المساوية am-  = inFالجسيم بقوة قصور ، - a mوإذا عرفنا سالب الكمية المتَّجِهة المذكورة أعلاه 

لحاصل ضرب كتلته ومتَّجِه تسارعه، مع تحديد اتجاهها بعكس اتجاه التسارع، وحيث تكون وحداتها مكافئةً 
  لى إلوحدات وأبعاد القوة، فإن المعادلة الأخيرة تؤول 

F  +  N  + Fin = 0 32.4 
، وقوة رد فعل F القوة المؤثرة على الجسيم المتحرك إلى إذا أضفنا : بمبدأ دالمبير للجسيم المقيدوالتي تعرف

المجموع وبصورةٍ مكافئة . يكون صفراً) الاتجاهي( فإن مجموع هذه القوى الهندسي inF، قوةَ قصوره Nالقيد 
إن العبارة . الهندسي للقوى المؤثرة على الجسيم المتحرك وقوة رد فعل قيده وقوة قصوره يساوي صفراً

لا تكافئ المفهوم الاستاتيكي لاتزان جسيمٍ يقع تحت تأثير تلك  ه القوى الهندسي يكون صفراًمجموع هذالسابقة 
أما بالنسبة للجسيم المتحرك فتعني العبارة نفسها أن الجسيم . لحظتها مستقراً لا حراك فيه إذ يكون الجسيم. القوى

قصور إلى القوى المؤثرة الأخرى على الجسيم ولذلك ؛ تُضاف قوة ال. يبقى متحركاً طالما بقي تأثير قوة القصور
  .كقوةٍ وهميةٍ ولِتُشَكِّل مجموعةَ قوى متزنةٍ بدون أن يكون هذا الجسيم المتحرك مستقراً فعلا

وتكمن أهمية مبدأ دالمبير في أن إضافة قوة القصور إلى القوى المؤثرة الأخرى على الجسيم هو فقط من 
شبيهةٍ بمعادلات الاتزان الإستاتيكية، ولِتكون أكثر بساطة من معادلات الديناميكا أجل تكوين معادلاتٍ ديناميكيةٍ 

  :  قوة القصور إلى الجسيم سنأخذ المثالين التاليينإضافةولتوضيح كيفية . الأساسية

  فقي أملس أالحركة المستقيمة والمتسارعة على سطح 

على  ، فإن القوى المؤثرة45. شكلفي هذه الحالة، 
للأسـفل ورد فعل السطح الأملس  gm هي قوة وزنه الجسـم

Nولأن متَّجِه تسـارع الجسم .  عمودي على السطح وللأعلىa 
لليمين مطابقٌ لحركة الجسـم، فإن خطَّ عمل قوة القصور هو 

  . نفس خط عمل التسارع لكن بالاتجاه العكسي؛ لليسـار
Fin  = - m a 33.4 

  
45.شكل 

  
 إلى أكاديمية العلوم في مدينة بطرسبرغ بحثاً لا يختلف عن 1740 أرسل عام Euler .L أويلرمن الجدير ذكره أن   3

  .  أويلر-دالمبير  بمبدأوقد صاغ الأخير مبدء، سمي فيما بعد باسمه وإن كان الأصح أن يسمى . دالمبيرمبدأ 
 

a Fin 

x 

N 

mg 

y 
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  الحركة المنحنية والمتسارعة

م المتحرك على المنحدر القوسي يؤثر على الجس
كقوة خارجية وحيدة، أما  gm، قوة الوزن 46. شكلالأملس، 

 من السطح الأملس فهي متعامدة مع المماس Nقوة رد الفعل 
:  من مركبتينaيتكون متَّجِه التسارع . على السطح المذكور

.  باتجاه الحركةta، باتجاه مركز المنحدر والمماسية naالعمودية 
؛ موازيةً in,nF المركبتين العمودية inFتكافئ قوة القصور لهذا 

؛ in,tFعكسياً مع خط عمل التسارع العمودي، والمركبة المماسية 
  أي . موازيةً عكسياً مع خط عمل التسارع المماسي أيضاً

Fin  = Fn,in  + Ft,in = - m an - mat  34.4  

P

N
an

at

Ft,in

Fn,in

mg

Fin

a

  

46.شكل 

   حـل المسائل46.

 رد فعل القيد على الجسيم المتحرك، إذ يتم ذلك  إيجاد الحركة المقيدة على يقوم حلُّ أغلب مسائل
 417. للسطح الأملس ومعادلات 49.الأول، يقوم على استخدام الإحداثيات الديكارتية، معادلات : بمسارين

ب رد الفعل  ومن ثَم حسا46.، وفْقَاً للمعادلة λللمنحنى الأملس وذلك من أجل حساب قيمة مضروب لاجرانج 
أما المسار الثاني فيشمل استخدام الإحداثيات الطبيعية، . كحاصل ضرب تَدرج القيد في هذا المضروب

  . 30 4.-23 4.والمعادلات 

ولهذا السبب يجب تحديد وضع الجسيم . 431.كما يمكن حساب رد الفعل باستخدام مبدأ دالمبير، معادلة 
أما إيجاد سرعة الجسيم في تلك اللحظة فيتم بمعرفة التغير في .  خاصفي موضع اعتباطي، وليس في موضع

ويتضح من حل المسائل أن رد الفعل . طاقة حركته، بما يعني ذلك من تداخل مع الباب الخامس من هذا الكتاب
ثرة وشكل إذ يعتمد الأول بالإضافة الى القوى المؤ. الديناميكي يختلف اختلافاً جذرياً عن رد الفعل الاستاتيكي

  .القيد على سرعة الجسم اللحظية

  أســئـلـة مـحـلـولــة

  41. م سؤال

، على سلكٍ معدني ثابتٍ وأملس، ثني Mتتحرك حلقةٌ، كتلتها 
 .، وذلك تحت تأثير قوة وزنها 2z= yليرسم معادلة القطع المكافئ 

أوجد رد فعل السلك على الحلقة في موضعٍ اعتباطي، إذا علمنا أن 
 من السكون، انطلاقاً من 0t = 0تحركت في اللحظة الابتدائية الحلقة 

  ؟1P)0 ,-,-2(ا قيمة رد الفعل في الموقع فم o r = r =0الموضع 

y
z

x N

Mg

P

f1

O

v
  

41. م شكل
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البــــاب 
  الخامس 

  

  

  

  

  

  

  
  
  

  القوانين العامة لديناميكا الجسيم 

  المفاهيم الأساسية  51.
.  البابان الثالث والرابع حول أربعة مفاهيمٍ رئيسية في الميكانيكا هي القوة والكتلة والطـول والـزمن        بني

 القانون المذكور بما    استخدمميكية،  ولذا؛ فعند حل أي مسألـة دينا     . وهي مفاهيم تُشكِّل أساساً لقانون نيوتن الثاني      
ولهـذا يلـزم    .  للحركة، والتي لا حاجة لمعرفتها دائماً      الابتدائيةيرافق ذلك، إيجاد ثوابت التكامل من الشـروط        

استنباط قوانين ونظريات، مشتقة من قانون نيوتن الثاني، تربط بين مفاهيمٍ ديناميكية جديـدة، مـسـتنبطة مـن                  
أن إدارك هذه المفاهيم الجديدة يشمل أكثر من مجرد معرفة تعريفها أو كتابـة            . يكية الواردة أعلاه  المفاهيم الميكان 

معادلتها، بل يشمل تعريفها العملياتي، وبعدها الفيزيائي ووحدتَها، وكذلك علاقتُها بالمفاهيم الأخرى مـن خـلال                
 من الإحسـاس الحدسـي، كنوعٍ مـن       يءشأضف إلى ذلك ضرورة اكتساب      . القوانين والمعادلات التي تربطها   

الإدراك الفوري للمفهوم، بعد النظر إليه من زواياً مختلفة، وبعد رؤيته مطبقاً في مواقف متنوعة كافيـة لجعلـه                   
إن الربط الأمثل بين هذه المفاهيم الديناميكية الجديدة، الأساسية لحركة الجسيم، فـي قـوانين ونظريـات              . مألوفاً

 دارسة الظـاهرة  إلىفل دراسة بعض الجوانب العملية الهامة للظاهرة المعطاة على حده، بدون اللجوء            جديدة، تك 
 ـ التعرف على هذه المفـاهيم  الضروريولمعرفة هذه القوانين والنظريات العامة، من     . ككل  الجديـدة  ةالديناميكي

لقـد  . angular momentum الـزاوِي  الزخَم وenergy الطَّاقَة، momentumالزخَم : لحركة الجسيم، وهي
 كلٌ منها أهميةً خاصة في الميكانيكـا، بـسبب   واكتسبأثبتت كلُّ هذه المفاهيم فائدتها في حلِّ معضلات الحركة،        

  . كما قاوم كلٌّ منها ثورتي القرن العشريـن، النظرية النسبية وميكانيكا الكم. ظهوره في قانونٍ للحفظ
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 خَمف: 1الزعرخاصية بحتة للحركة، يأخذ بالاعتبار تأثير حاصل ضرب سرجهة الجسيم اللحظية الزخم بأنه ي 
  ورياضياً . أي أنه، إن لم تُوجد أية حركـة، لن يكون ثمةَ أي زخَم. وكتلته

K = m v 1.5  

اهها بنفس اتجاه وهو كميةٌ متَّجِهةٌ يكون اتِّج.  سرجهتهv كتلة الجسيم، و K ،mوالرمز المألوف للزخم هو 
 هي SIالنظام الدولي السرجهة، وبعده الفيزيائي هو حاصل ضرب بعدا الكتلة والسرعة؛ كما أن وحدتَه في 

  .]s/kgm[الكيلوغرام متر لكل ثانية 

فإذا أثرت على جسيم ما . أحد خصائص تأثير القوة على الجسيم خلال فـترة زمنية معينة: impulse الدفْع
، حيث يرمز  t∆F ،t∆F= P بالائتلاف، فإن دفع هذه القوة  يعرف ∆t، خلال الفترة الزمنية المحددة Fالقوة 

وبالتالي فبعده الفيزيائي هو حاصل ضرب بعدا القوة والزمن؛ أو بمفاهيم ديناميكية أساسيةP . للدفع بالرمز 
 دفع القوة على هذا الجسيم يعرف رياضياً كانت هذه الفترة متناهية الصغر فإن  ماوإذا. الزمن/ الطول×الكتلة

  بـالتكـامل المحدود

P F= ∫ dt
0

t

 2.5 

وإذا ما كانت القوة ثابتة .  t(F= F( في هذه المعادلة التكاملية دالةٌ زمنية Fيجب أن لا يغيب عن البال، أن القوة 
  لي يكون ، فإن دفعها الك t(F ≠F(المقدار والاتجاه، ولا تعتمد على الزمن 

P  = F  t 
 ضروري لمعرفة دفع  t(r= r(، فإن معرفة قانون حركة الجسيم F=F)r(وإذا كانت القوة  دالة موضع 

إذ يحسب التسارع كمشتقة ثانية من قانون الحركة وباستبدال ذلك وِفْقَاً لقانون نيوتن الثاني نحدد القوة، . القوة تلك
، فإن حساب سرجهته ضروريv(F = F (ما إذا كانت القوة دالة سرجهة أ. 52.ثم نحدد الدفع من حساب التكامل 

  .إذ يحسب التسارع كمشتقة أولى من السرجهة ومن ثم نتتبع الخطوات الواردة أعلاه. لمعرفة دفع تلك القوة

بر ويعت. تلك الكينونة القادرة على إنجاز شغل ما، إما مباشرةً أو من خلال سلسلة من التحولات: الطـاقـة
مفهوم الطاقة رئيسياً في الفيزياء والكيمياء وعلم الأحياء، بل في كل حقل من العلوم الطبيعية، بـالإضافـة      

ومن الضروري في . وتتميز الطاقة بتعدد الأشكال لكنها تلتزم بقانون حفظ  يوحد أشكالها المتعددة. الى الهندسة
 potential وطاقة الوضع kinetic energy طاقة الحركة -ة هذا الكتاب، معرفة السمات الميكانيكية للطاق

energy . والطاقة الحركية هي الكمية القياسية المساويـة لنصف حاصل ضرب كتلة الجسيم في مربع سرعته
v 2

2
m=T م المتحرك؛ فهي الكمية القياسية المعتمدة كلياً على موضع الجسـي) الطاقة الكامنة(، أما طاقة الوضع

وبالعادة فإن الطاقة الكلية المكونة من مجموع الطاقتين، .  متجه موضع الجسيمr، حيث r(Π = Π(أو رياضياً 
ثابتة خَم، نجـد أن هذا الأخير أبسط من . الحركية والوضعية لجسيمٍ متحرك تبقى كميةوبمقارنة الطاقةَ بالز

  الطاقة
  
  

  . الزخَم كمفهوم ديناميكي للحركةأول من عرفديكارت  رينيهلقد كان   1



  113

وبعد الطاقة الفيزيائي هو . بيد أنه أعقد قليلاً لأنه كميةٌ متَّجِهةٌ وليس كميةً قياسية. التي تتميز بتعدد الأشكال
 كيلوغرام متر تربيع مقسوماً على الثانية SI النظام الدوليكما أن وحدتَها في . حاصل ضرب بعدا القوة والمسافة

  . 2s/2kgm[1 ] = Nm[1] =J[ 1[ الجولوائتلافُ هكذا وحدات يدعى . ع، التي هي النيوتن مترتربي

وهو كميةٌ متَّجِهةٌ يأخذ بالاعتبار تأثير زخم . هو واحد من تلك المفاهيم الأساسية في الميكانيكا: 2الزخَم الزاوِي
قة، بدلالة المفاهيم المألوفة للكتلة والسرجهة وموضع الجسـيم ويعرف ككمية مشتَّ. الجسيم وبعده عن نقطة القياس

  أو رياضياً. المتحرك
L = r × m v  ⇒  L = r × K 3.5 

.  فهو متَّجِه موضع الجســيم نســبة إلى نقطة أصلٍ اعتباطيةr، أما Lوالرمز المألوف للزخم الزاوي هو 
. راً واتجاهاً، على حد سواء، قد يعتمد على اختيار ومكان نقطة الأصلوهذا يعني أن الزخَم الزاوي مـقـدا

وتُحدد قاعدة اليد اليمنى اتجاهه كحاصل . vو  rوبالتالي فهو كمتَّجِه يعامد المستوى المكون من المتجهين 
الزخم الزاوي أما مقدار . 51. شكل القائم على المسـتوى المذكور، Lالضرب الاتِّجاهي على امتداد العمود 

  فيكون
L = m r v sin  φ  = r K sin  φ 1.3.5 

 كما هو ،rوإذا كانت السرجهة عمودية على متَّجِه الموضع . v و r الزاوية المحصورة بين المتَّجِهين φحيث 
 فإن مقدار الزخم الزاوي يكون5.21. شكل، )أو محـور(الحال في الحركة الدائرية حول نقطة إسـناد ،  

r ⊥ v     &   φ = 90°   ⇒  L = m r v = r K  2.3.5 

O

mv

r
L

90o

z
x

y

  
  

 1.5 شكل

K= mv

r

الأرض

1

r

v

O

φ

r⊥
ϕ

2

K= mv

r

الأرض

1

r

v

O

φ

r⊥
ϕ

2  

  

52. شكل
   

  

 في حين أن القوة والسرجهة والتسارع والزخم كمياتٌ متجهةٌ axial vectorيعتبر الزخم الزاوي كميةٌ متجهةٌ محورية   2 
إذا قلبت محاور النظام :  أنهويختلف المتجه المحوري عن القطبي في ناحية واحدة فقط هي. polar vectorsقطبية 

الإحداثي الديكارتي الموجبة إلى سالبة، فإن كل مركبات المتجه المحوري تظل ثابتة؛ في حين أن كل مركبات المتجه 
  .القطبي تغير إشـارتها
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فإن )  متوازيانv و r(من جهة أخرى؛ إذا كانت السرجهة متجهةً تماماً نحو نقطة الإسناد، أو بعيدةً عنها 
  يتلاشى، أي يكون الزخم الزاوي صفراً  v×rتجاهي لإصل الضرب احا

r // v  &  φ = 0°    ⇒ L=0                                                         3.3.5   
 φ r K sin = L في المعادلة  φsin، فإن العامل 5.22. شكلأما بالنسبة لاتجاهات متوسطة للسرجهة، 

كما أن للجسيم الذي يتحرك بسرجهة ثابتة . rKالزخَم الزاوِي متغيراً، تتراوح قيمته ما بين الصفر و يجعل مقدار 
  .وفي خط مستقيم زخم زاوِي ثابت نسبةً إلى أية نقطة ثابتة خارج مساره

.  الحركة الدورانية تأويلاً ميكانيكياً طريفاً، وذلك لإن الزخَم الزاوِي يميز53.ويمكن إعطاء المعادلات 
نقطة ما، فـإنـه لا يميل إلى الدوران حول تلك  ) مبتعداً عن (فإذا تحرك جسيم في خط مستقيم، متَّجِهاً نحو 

أما إذا تحرك الجسيم متعامداً مع . 5.33.النقطة، ولا يكون له زخم زاوي بالنسبة إلى تلك النقطة المعينة، معادلة 
وفي تلك الحالة، . طة الإسناد، فإن قابليته للدوران حول تلك النقطة تكون أقصى ما يمكنالخط الذي يصله مع نق
وبين هذين الحدين يساهم جزء معين من . 5.32.، معادلة K قيمتها القصوى φK sinتتخذ المركبة العمودية 

 لا تفعل ذلك، بل φcos Kلمتَّجِه الزخَمِ ممثلاً في مركِّبته العمودية في دورانه، في حين أن مركبته الموازية ل
وأفضل طريقة للتعرف على ما نُسميه هنا قابلية الجسيم للدوران هي تصور . وتدفعه ليتحرك حركةً مستقيمة

فإذا مـا دار هذا الخط عند حركة الجسيم حول . حركة خط وهميٍ مرسوم من نقطة الإسناد إلى الجسيم نفسه
خَمبل اكتفى بالامتداد أو الانكماش عند حركة الجسيم، فلا يكون نقطة الإسناد، كان للجسيم ز ،ردوإذا لم ي ،زاوي 

  .للجسيم زخم زاوي

وكما يتضح من التعريف فإن البعد الفيزيائي للزخَم الزاوِي هو حاصل ضرب أبعاد الكتلة والسرجهة 
، أو نيوتن متر ]s/2kgm[م متر تربيع لكل ثانية  هي الكيلوغراSI النظام الدوليوالمسافة؛ كما أن وحدتَه في 

الزخَم الزاوِي : ومن الملائم، من خلال تحليل الحركة أن نُميز بين ضربين من الزخَم الزاوي. ]Nms[ثانية 
 المداريorbital angular momentumوالزخم الزاوي المغزلي ،spin angular momentum . خَموينشأ الز

معينةالز المداري، كما هو معروف عن حركة مركز كتلة جسم ما حول نقطة إسناد اوي . اويأما الزخم الز
 فهو الزخم الزاوي المقترن بدوران الجسم ذاته، أو بدوران أي نظام spin الغزلالمغزلي؛ أو كما يسمى غالباً 

  .الباب الثامنوهذا الأخير سيبحث في . حول مركز كتلته

  قوانين الزخَم  52.

وبالتحديد في ( أن الزخَم يكتسب أهميةً خاصة لأنَّه، تحت ظروف معينة 51.لقد تحدد في البند 
إنَّه خاصية الحركة : وهناك سبب آخر يدعو المرء إلى تعريف الزخم. يكون محفوظاً) الأنـظمـة المعزولة

  .الأكثر ارتباطاً بالقوة بصورة بسيطـة ومباشرة

 Momentum Change قانون تَـغَيـر زخم الجسيم 52.1.

بما أن  (51.إذ بمفاضلة المعادلة ؛ هذا هو قانون تغير الزخم. معدل تَغَير الزخَم يساوي القوة المؤثرة
  :يكون)  ثابتةmالكتلة 
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d
dt

m d
dt

K
=

v   4.5 

رع، والذي يساوي القوة المؤثرة على الجسيم  هو حاصل ضرب الكتلـة والتسا54.والطرف الأيمن في المعادلة 
  وعلى ذلك يمكن استبدال هذه المعادلة بـالـعلاقـة . حسب قانون نيوتن الثاني

d
dt
K F=  ,   m d

dt
v =F 5.5 

ما يساوي القوة المؤثرة المشتقة الأولى لزخَم جسيمٍ : التي تُعرف قانون تغَير زخَمِ الجسيم بصورة تفاضلية
ويمكن تعريف هذا القانون بطريقة أخرى، وذلك . القوة تساوي معدل تَغَيرِ الزخَمأو بشكلٍ أكثر اختصاراً . عليه

   ، نحصل على dt بـ 55.فبعد ضرب طرفي المعادلة . بالربط بين دفع القوة والزخم
m d v  = F dt 

، ثم v إل ov، والسرجهة من t إلى 0t  =0 من tة، حيث يتغير الزمن وبإجراء التكامل على طرفي هذه المعادل
   نحصل على 52.ربط الناتج مع المعادلة 

m ( v - vo ) = Fdt
0

t

∫ = P  6.5 

التغير في زخم جسيم ما خلال فترة زمنية معينة يسـاوي دفع : التي تعرف قانون تَغَير الزخَم بصورة تكاملية
. الدفع يساوي تَغَير الزخَم، أو بشكلٍ أكثر اختصاراً  المؤثرة الذي زود به الجسـيم في تلك الفترة الزمنيةالقوة

 بدلاً من المعادلة نفسها، وعند ذلك تتحدد 56.وكثيراً ما يستخدم عند حل المسائل مساقط المعادلة الاتجاهية 
   Pمركبات دفع القوة 

m ( vx - vox ) = Px 
m ( vy - voy) =  Py  1.6.5 
m ( vz - voz ) =  Pz 

وفي حالة الحركة المستوية أو المستقيمة، يعبر عن قانون تَغَير زخم الجسيم بدلالة معادلتين، أو حتى  
  . ، اعتماداً على المستوى أو الإحداثي المحدد بالترتيب5.61.معادلة واحدة من معادلات 

  Conservation of Momentum مقانون حفظ زخَم الجسي 5.22.
إذا كانت القوة المؤثرة على الجسيم تساوي صفراً، فإن زخم الجسيم يكون كميةً ثابتةً في المقدار 

        56. و55.ومن المعادلتين .  السرجهة ثابتةٌبما يعني أنوالاتجاه، 
d
dt
K F=  = 0    ⇒    K  = const , m v = const. 

⇒ m v = m vo   ⇒   v =  vo        & v = const. 7.5 

  ، عندما كانت القوة صفريةً  55. أو من تكامل المعادلة 56.، والتي نتجت سواء من المعادلة 57.هذه المعادلة 
0 = Fخَم الجســيمف قانون حفظ زرتُع ، . وبالتالي، فعند انعدام القوة يتحرك الجسـيم حركةً منتظمةً وبخط

من جهة أخرى، إذا تحرك الجسيم بحيث أن القوة ليست صفْرِية، .  بحركة القصورغاليليويم، التي دعاها مستق
  ، فإن xF = 0 مثلاً، يساوي صفراً Oxلكن مسقط هذه القوة على أحد المحاور، وليكن 
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m (vx - vox)  = const.  ⇒ vx  = vox = const.  1.7.5 
  .، حركةً منتظمةً وبخط مستقيمiه ولهذا فالجسيم سيتحرك في الاتجا

    حـل المسائل بواسطة قوانين الزخَم

إن معرفة القوة المؤثرة على الجسيم وزمن الحركه يحددان قيمة التغير في سرعة الجسيم، وذلك بالتطبيق 
لا تأثير لأية قوة أما إذا كانت حركة الجسيم قصوريةً، أي . 56. و 55.المباشر لقانون تغير الزخَم، المعادلتان 

ومن ذلك نحل المسألة . 57. معادلة -عليه باتجاه حركته، فإن سرعـة الجسيم تتحدد من قانون حفظ الزخَم 
  .الثانية في الديناميكا

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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.53 اوِيخَم الزقوانين الز  

  Angular Momentum Change  تَّغَير الزخَم الزاوِيقانون 5.31.
ولذلك ليس عجيباً اشتقاق قانون تَغَيرِه . لقد عرف الزخَم الزاوِي رياضياً بدلالة مفاهيم سبق تأسيسها

  Ι.40، انظر المعادلة 53.فنبدأ بمفاضلة طرفي المعادلة . رياضياً دون الحاجة إلى أساسٍ تجريبيٍ جديد
d
dt

d
dt

m d
dt

L r r= × + ×v v(m )  

vوحيث إن  =
d
dt
r والمتَّجِهين ،v و vm ًمتوازيان، فإن الحد الأول على اليمين في هذه المعادلة يساوي صفرا   

d
dt

m
r

× v  = v × m v = 0 

rكما أن الحد الثاني  ×
d

dt
(m )v يـاً لعزم دوران القوة يصبح مساو55.، بـربطـه بمعادلة  

MF = r ×
d

dt
(m )v  = r × F 

  والذي بتعويضه في المعادلة الأساسية نحصل على 
d
dt F
L

= M   8.5 

لجسيمٍ متأثرٍ بقوة اوِيخَمِ الزر الزلجسيم حول مركزٍ ما، : وهذا هو قانون تَغَي اويخَم الزالمشتقة الأولى للز
عزم أوبشكلٍ أكثر اختصاراً . وي عزم الدوران الرئيسي للقوى المؤثرة على هذا الجسيم حول نفس المركزيسا

ياوخَمِ الزر الزومن الطبيعي إسناد كلٍ من العزم الدوراني . القوة الرئيسي يساوي معدل تَغَيFM خموالز 
 اويالزLإلى نفس نقطة الأصل  . 
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تعرف على طريقتين محددتين للتأثير بهما على جسيم ما دون أن تُحدث هذه القوة ومن السهولة بمكان ال
والقوة تُؤثر باتِّجاه، أو بعيداً عن . r = 0القوة تؤثر في نقطة الأصل المختارة، عندئذ يكون : عزماً دورانياً، وهما

ولذلك لا . قوى استجابةً للشرط الثانيوتعتبر قوة الجاذبية أكثر ال.  موازياً للقوةrنقطة الأصل، عند ذلك يكون 
 كوكب، إذ - نتيجة قوى الجذب المتبادل بينها وبين الكواكب الأخرى -تؤثر الشمس بأي عزمٍ دورانيٍ على أي 

  .يكون الزخَم الزاوِي للكوكب ثـابتـاً بالنسبة إلى مركز الشمس

  n of Angular MomentumConservatio حفظ الزخَم الزاوِي قـانـون 2.3.5

فإذا كان .  بإجابة  فورية58.تزودنا المعادلة ..... تحت أي ظرف يظل الزخَم الزاوِي لجسيمٍ ما ثابتاً؟ 
 على الصورة المبينة 58.والمعادلة . العزم الرئيسي المؤثر على جسيمٍ ما يساوي صفراً، يظل زخمه الزاوِي ثابتاً

   جسيمٍ، وعليه نكتب تلك، تنطبق على أي
d
dt
L  = 0       ⇒    L = const. 9.5 

أي أن الجسيم المتحرك الذي عزمه الدوراني يساوي صفراً، سيكون متحركاً تحت تأثير زخَمِ زاوِي ثابت مقداراً 
 القوة التي خط عملها يمر بنقطة -وعلى ذلك، فالزخَم الزاوِي لجسـيمٍ ما تحت تأثير قوة مركزية . واتجاهاً

، نستنتج أن الزخَم الزاوِي كمتَّجِه 53.ومن نظرية المتَّجِهات والمعادلة . الإسـناد سيكون ثابتاً مقداراً واتجاهاً
 . ووحيداولذلك فالمتَّجِهان المذكوران يكَونان مستوى واحداً. K و rيكون عمودياً وثابتاً على كلٍ من المتَّجِهين 

  .3أي أن الجسيم سيتحرك حركة مستويـةً، إذا كان زخَمه الزاوِي ثابتاً مقداراً واتجاهاً 
  

اوِيالز خَمحـلُّ المسائل بواسطة قوانين الز  

، 58.لة ، فإن قانون تَغَيرِ زخَمه الزاوي، معادKزخمه ) تَغَيرِ( بالإضـافة إلى rإذا تَغَير موضع الجسيم 
وعلى النقيض من ذلك، إذا كان عزم القوة حول محور دورانٍ . القوة المؤثرة على الجسيم تُحدد عزم القوة ، أو

 موضعه أو -، يضمن إيجاد حركة الجسيم 59.ما صفراَ، فإن تطبيق قانون حفظ الزخَم الزاوِي، معادلة 
  .سرجهته، أي حل المسألة الثانية في الديناميكا

 

  سـئـلـةٌ مـحـلـولـة أ
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

  .حركة الجسيم تحت تأثير القوة المركزية: الباب السادسلمزيد من المعلومات ، انظر   3
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  Work of a Force شُغْـلُ القُّوة  54.

فإذا عانى هذا الجسيم من . نبدأ بتعريف الشغل للحالـة الخاصة التي تؤثر فيها قوةٌ ثابتةٌ على الجسيم
، فإن الشغل الذي بذلـتـه القوة المذكورة على الجسيم يساوي حاصل الضرب S إزاحةً Fلقوة الثابتـة تأثير ا

  أو رياضياً . القياسي للقوة والإزاحة
A = F ⋅ S 

فهو كميةٌ قياسية؛ يتضمن كلاً من القوة . ويبين هذا التعريف على الفور عدة أشياء مهمة عن الشغل
. حركة الجسيم، ولا يعرف الشغل عند لحظـة أو نقطة؛ بل على امتداد فترة) مسافة(المؤثرة على الجسيم و

وباستخدام تعريف حاصل الضرب القياسي . الجول هي النيوتن متر، التي هي SI النظام الدوليووحدتَه في 
  ، نستطيع كتابة الشغل على الصورة  Ι.17للمتَّجِهات، معادلة 

A  = F S cos ϕ 10.5 

، يكون الشغل o90 أقل من ϕوللزاوية الحادة . S والإزاحة F الزاوية المحصورة بين متجهي القوة ϕث حي
، فإن القوة ϕ > °180 < 90°بينما للزاوية المنفرجة،. المبذول موجباً، أي أن القوة تبذل شغلاً موجباً على الجسيم

  . تُعاكس الحركة بصورة عامة، ويكون الشغل سالباً

 نَصفُ الشغل السالب إما وبالعادة
بقولنا إن القوة تبذل شغلاً سالباً على الجسيم 
المتحرك، أو أن الجسيم يبذل شغلاً على 

ولإشارة الشغل المعنى العملي . محيطه
يكون الشغل موجباً إذا عملت القوة : التالي

، 5.31. شكلالمؤثرة على تسريع الحركة، 
لمؤثرة ويكون الشغل سالباً إذا عملت القوة ا

ولذلك . 5.32. شكلعلى إبطاء الحركة، 
يكون شغل قوة الجاذبية للجسم الساقط موجباً 

  . وشغل قوة الاحتكاك سالباً

S

A

B

ϕ

mg

S

A

B

ϕ

mg

2 رســم1 رســم

S

A

B

ϕϕ

mg

S

A

B

ϕ

mg

  2 رســم1 رســم

  53. شكل

وكما هو معروفٌ من الكينماتيكا، تساوي إزاحة الجسيم الأولية أثناء حركته على منحنى القيمة المطلقة 
   dr ،rd=dSلمتجه الإزاحة الأولية 

dA = F ⋅d S  = F ⋅ dr 
  ، يكونΙ.24وباستغلال خاصية الضرب القياسي للمتجهات، معادلة 

dA = Fxdx  + Fydy  + Fzdz 11.5 

 عند معاناة zF و xF ،yFهذه المعادلة تعني أن شغل القوة المبذول يساوي جبرياً مجموع أشغال مركباتها 
 dxعني تحليلياً أن الجسيم إذا ما عانى الإزاحة الأولية وهو ي.  بالترتيبdz و dx ، dyالجسيم الإزاحات الأولية 

    أي  الجسيم،    شغلاً على zF و yF، ولا تبذل باقي مركِّبات القوة dx xF الأولي يساوي Fفقط فإن شغل القوة 
 dz = 0أن 

zF = dy 
yF . وعلى الغرار نفسه، عند إزاحة الجسيم الأوليةdyفإن شغل القوة الأولي يساوي   dyyF 



  122

 فقط فإن شغل القوة الأولي dzوأخيراً عند معاناة الجسيم الإزاحة الأولية . dx xF=  dz zF  =0فقط، بينما 
 في dz وdx ،dyوحيث إن الجسيم يعاني الإزاحات الأولية الثلاث . dy yF=  dx xF  =0 بينما dzzF يساوي 

  .511.بري الوقت نفسه، فإن شغل القوة الأولي الكلي يكون بالمجموع الج

، أن مركبة القوة الموازية لمتجه الإزاحة 511. و510.لقد لاحظنا فيما سبق شرحه وبالتحديد المعادلتين 
بناء على ذلك، وعند . هي التي تبذل شغلاً فقط، بينما لا تبذل مركبة القوة العمودية على متجه الإزاحة شغلاً

عمل على تغيير مقدار سرجهة الجسيم بإكسابه إزاحةً على طول ، تtFالحركة المنحنية، فإن مركبة القوة المماسية 
، فهي nFالعمودية على منحنى الحركة  أما المركبة. ، ولهذا ؛ فهي التي تبذل شغلاtaًالمنحنى وتسارعاً مماسياً 

، دون أن تُؤثر على مقدار سرجهته أو na، مكسبةً إياه تسارعاً عمودياً vتعمل على تغيير اتجاه سرجهة الجسيم 
، حيث أن الزاوية المحصورة بين القوة العمودية ϕويمكن توضيح ذلك بدلالة الزاوية . حتى إزاحته من موقعه

  .، مما يعني أن شغلها ذو قيمة صفرية510. في العلاقة  ϕ cos   = 0والإزاحة  قائمةٌ، 

 ثابتة، فإن الشغل الذي تبذله هذه القوة لإزاحة متناهية الصغر أما إذا كانت القوة المؤثرة على الجسيم غير
Sd )عرف رياضياً بالعلاقة ، )الشغل الأوليي  

dA  = F ⋅ dS 
من الشغل يجب ) وبالتالي يمكن قياسه(وهو يستلزم أن تزايداً محدوداً . ويمثل هذا أهم تعريف للشغل في الميكانيكا

   المحدود أن يعبر عنه على صورة التكامل

AAB  = F S⋅∫ d
A

B

  12.5 

، لأن قيمته تتحدد على امتداد المسار الفعلي، أو على line integralويدعى هذا التكامل رياضياً بالتكامل الخطي 
وحساب . B وحتى A، يتبعه الجسيم عند إزاحته من )ليس ضرورياً أن يكون خطاً مستقيماً(امتداد خط في المكان 

، يحسب الشغل 54. شكل، AB، على امتداد المسار ∆Sته ليس بالأمر العسير ميكانيكياً، فلإية إزاحة إضافية قيم
  .، وتجمع هذه الكميات القياسية لتحديد الشغل الكلّيS∆ ⋅ Fالإضافي 

12 5.-510.وأخيراً؛ يمكن الاستنتاج من المعادلات 

  القوة التي يمكن حساب شغلها بدون معرفة قانونأن
، const = F.الحركة، هي القوة الثابتة مقداراً واتجاهاً 

أما بقية القوى . r(F = F(والقوة المعرفة كدالة موضع 
، أو القوة t(F = F(وخاصةً القوة المعرفة بـدلالة الزمن 

، فإن معرفة شغل هذه v(F = F( المعرفة بـدلالة السرجهة
  .t(r  =  r(القوى، يستلزم معرفة قانون حركة الجسيم 

B

F

F

∆S

∆S

A

F

F

∆S
∆S

  
54. شكل

  
 

   Potential Energy& Conservative Forces القوى المحـافـظة وطاقة الوضع 5.41.
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، B إلى النقطة Aعند حركته من النقطة ) ليس من الضروري أن تكون ثابتة(، Fإذا تأثر جسيم بالقوة 
هذا الشغل يعتمد على . 512. ، فإن هذه القوة تبذل شغلاً على الجسيم يمكن تعريفه بالتكامل المحدود54. شكل

.  هل هي قوةٌ احتكاكية بين الجسيم المتحرك وسطحٍ ما، أم قوةٌ وزنٍ تحت تأثيرها يتحرك الجسيمFماهية القوة 
هذا يقودنا إلى تعريف مفاهيم جديدة تحدد الشغل المبذول . أي عما إذا كانت القوة تعتمد على مسار الجسيم أم لا

  .المحافظة وطاقة الوضع اللتان تعرفان بتعريف مجال القوى ودالة القوىعلى الجسيم وهي القوى 

 منه قيمةٌ محددةٌ لكمية يعرف الجزء المحدود أو غير المحدود من الفراغ، حيث تؤثر في كلِّ نقطة
 يكون المجال وبالاعتماد على تلك الكمية هل هي كميةٌ متَّجِهةٌ أو كميةٌ قياسيةٌ.  تلك الكمية Fieldفيزيائية بمجال
ومن أمثلة المجالات القياسية يعتبر مجال درجة الحرارة أشهرها، كما يعتبر مجال القوى ومجال . متَّجِهاً أو قياسياً

  .السرجهة ومجال التسارع مجالات اتجاهية

  بجزء الفراغ المحدود أو غير المحدود الذي تؤثر في كلِّ نقطة منهForce Fieldكما يعرف مجال القوة 
ويعتبر مجال جاذبية . على الجسيم المادي الموجود ضمن هذا الفراغ قوةً تعتمد فقط على موضع هذا الجسيم

  Gravitational Force Fieldالكوكب أو الشمس مثالاً حياً لمجالات القوى 

  وبحيث إن تفاضلاتها الجزيئية U ، )z,y,x(U = Uمن جهة أخرى، إذا اتضح وجود دالة أخرى، ولتكن 
  بدلالة الإحداثيات الديكارتية تساوي مركبات القوة على تلك المحاور وبالترتيب

Fx =
∂

∂
U

 x
, Fy =

∂
∂

U
 y

, Fz =
∂
∂

U
 z

 

 فإننا نستطيع كتابة محصلة القوى كالمتجه 

F = + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

U U U
   x y z

i j k  1.13.5 

  أو 
F  = grad U 2.13.5 

ويعرف مجال تلك . F ،Force Function بدالة القوة Uوتدعى هذه الدالة . U الدالة تَدرجساوي أي أن القوة ت
القوة بمجال القوة الوضعي أو مجال القوة المحافظ، كما تدعى قوة المجال الوضعي أو قوة المجال المحافظ بالقوة 

 إذا ما عانى الجسيم إزاحةً أوليةً Fالمحافظة وإذا عرفنا عنصر الشغل الأولي للقوة . الوضعية أو القوة المحافظة
rd   

dA = F ⋅ dr 
   في هذه المعادلة ينتج  kdz  + jdy  + i dx = rd و 5.131. من المعادلة Fفإن استبدال القوة 

dA= {
∂
∂

∂
∂

∂
∂

U U U
   x y z

i j k+ + } ⋅ { dxi + dyj + dz k} 

dA= 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

U
dx

U U
   x y z

+ +dy dz   1.14.5 

  اً  أو بشكل  أكثر اقتضاب
dA = dU                       2.14.5 
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 التكامل على طرفي وبإجراء. Uأي أن عنصر الشغل الأولي للقوة المحافظة يساوي التفاضل الكلي لدالة القوة 
   يكون B و Aهذه المعادلة، عند الإزاحة بين النقطتين 

AAB = dU
A

B

(x, y, z)∫  

  لنجد أن الشغل الكلي
AAB =    UB - UA  15.5 

، ولا يعتمد على شكل المسار ولا على A والابتدائية Bيساوي الفرق بين دالتي القوة عند تلك النقطتين النهائية 
  .B حتى Aطوله من 

أما مفهوم طاقة الوضع، فيعتبر من المفاهيم التي تميز احتياطي الشـغل الكامن في الجسيم عند موضعٍ 
و شكلٌ من أشكال قدرة أو قابلية الجسيم على إنجاز شغل نتيجةً للموقع وه. معلوم ضمن مجال القوى المحافظ
ولذلك يمكن تعريف طاقة وضع جسيمٍ عند موضعٍ معين بأنها المقدار القياسي . النسبي الذي يتواجد فيه الجسيم

  أي أن. الذي يساوي الشغل الذي تبذله قوى المجال عند إزاحة الجسيم من موضعه إلى نقطة الصفر
Π = - AAB               

AAB = ΠA - ΠB  16.5 

  وبشكلٍ آخر بدلالة عنصر الشغل 
dΠ = - dAAB               

ونقطة الصفر هنا نقطة اعتباطيةٌ في المجال اصطلح على تحديدها في ذلك الموضع الذي يكون فيه 
  أي أن . داثيات الجسيموينتج من التعريف أن طاقة الوضع تعتمد على إح. احتياطي الشغل مساوياً للصفر

Π = Π ( x,y,z )  ⇒  d dx dy dzΠ
Π Π

= + +
∂Π
∂

∂
∂

∂
∂   x y z

 

   ينتج أن  511. و 5.161.وهذه بعد ربطها بالمعادلتين 

− + +








= + +
∂Π
∂

∂
∂

∂
∂   x y z

dx dy dz F dx F dy F dzx y z
Π Π

 

  أو 

F dx F dy F dzx y z+







+ +








+ +







=
∂Π
∂

∂Π
∂

∂Π
∂   x y z

0  

حةً لأي قيمٍ وحيث إن القوة محافظة والشغل المبذول لا يعتمد على مسار الجسيم، فإن هذه المعادلة تصبح صحي
  أي أن. لذلك فمعاملات هذه المعادلة يجب أن تكون صفراً. dz وdx ،dyتأخذها المتغيرات 

F F Fx y z= − = − = −
∂Π
∂

∂Π
∂

∂Π
∂   x y z

, ,  

  أو 
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F   =  -  grad Π 17.5 

وإذا ما أخذنا التفاضلات الجزيئية لمركبات . أي أن القوة المحافظة تساوي التَدرج السالب لدالة طاقة الوضع
   بالترتيب x و y بدلالة الإحداثي yF و xFالقوة 

∂
∂

∂
∂ ∂

∂

∂
∂
∂ ∂

F
y x y

F
x y x

x y= − = −
2 2Π Π,  

   غير أساسية يكون  2ولأن درجة التفاضلات الجزيئية 

 
∂
∂

∂

∂
F
y

F
x

x y=  

   أو بشكلٍ عام 
∂
∂

∂

∂
F
y

F
x

x y= , 
∂

∂
∂
∂

F
z

F
y

y z= ,  
∂
∂

∂
∂

F
x

F
z

z x=  18.5 

  .شرط الرياضي الواجب توفره حتى تكون القوة محافظةًإذ تمثل هذه المعادلات ال

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 

  55. مسؤال 
  تؤثر على جسيمٍ ما القوة 

F = 6x2y3z4 i + 6x3y2z4 j + 8x3y3z3 k  1 

  ؟  P )1,22,(  وoP )0,00,(فهل هذه القوة محافظة أم لا؟ وما الشغل المبذول من هذه القوة عند الحركة بين النقطتين 

   الـحـل

  مركبات القوة من معادلة القوة كمعاملات متجهات الوحدة 
Fx = 6 x2  y3  z4 , Fy = 6 x3  y2  z4 , Fz = 8 x3  y3  z3 2 

  والتفاضلات الجزيئية لمركبات القوة
∂
∂

∂

∂
F
y

x y z
F
x

x y= =18 2 2 4  

∂

∂
∂
∂

F
z

x y z
F
y

y z= =24 3 2 3  3   

∂
∂

∂
∂

F
x

x y z
F
z

z x= =24 2 3 4  

  

  

دالة :  نستخدم  المفهومينFولحساب الشغل الناتج من القوة .  محافظةF تكون القوة 3العلاقات  ب518.ولاستيفاء الشرط 
   Π ودالة طاقة الوضع U القوة
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   نجد أن 5.131.من المعادلة : U دالة القوة -1

F
U
x

x y zx = =
∂
∂

6 2 3 4  4 

  وبترتيب هذه المعادلة، ثُم إجراء التكامل نجد أن دالة القوة  

U  = ∫ Fx dx = ∫ 6 x2y3z4 dx    ⇒    U =  2 x3y3z4  + f (y,z) 5 

التفاضل . z و y، ولذلك يجب تحديد قيمتها بدلالة الإحداثيين المتبقيين x دالة لا تعتمد على الإحداثي z,y( f(حيث إن 
    yF يساوي مركبة القوة y، بدلالة الإحداثي الثاني 5، معادلة Uالجزيئي للدالة 

F
U
y

x y z
f y z

yy = = +
∂
∂

∂
∂

6 3 2 4 ( , )  6 

   ، ينتج أن  2، معادلات yF مع المركبة 6وبربط المعادلة 

6 63 2 4 3 2 4x y z
f y z

y
x y z+ =

∂
∂
( , )   

  ورياضياً فإن .  أيضاyً لا تعتمد على الإحداثي fأي أن الدالة 

∂
∂

f y z
y

( , )
= 0 ⇒ f (y,z ) = g (z) =const.  

    5نكتب المعادلة  ). y وx الإحداثيين لا تعتمد على (z دالةٌ تعتمد فقط على الإحداثي gحيث إن 
U = 2x3y3z4   + g(z) 7 

  أي أن . zF ينتج مركبة القوة z بدلالة الإحداثي الثالث 7وبإجراء التفاضل الجزيئي للمعادلة 

F
U
z

x y z
g z

zz = = +
∂
∂

∂
∂

8 3 3 3 ( )
 8 

  ، نحصل على 2، معادلات zF مع 8وبربط المعادلة 

8 83 3 3 3 3 3x y z
g z

z
x y z+ =

∂
∂
( )

 

  أي أن  
∂

∂
g z

z
( )

= 0    ⇒   g(z) = const. , g(z) = C1 

   إلى الشكل الجديد 7وتبعاً لذلك تؤول دالة القوة، المعادلة 
U = 2 x3  y3  z4  + C1 9 

  515.، معادلة U يساوي الفرق بين دالتي القوة P و oPالشغل المبذول بين النقطتين 
APoP  =  U  - Uo 

APoP  = 2 × 23 × 23 ×1 -  0  = 128 [J ] 

 
  xF والمركبة الأولى 517.ننطلق من المعادلة : Π طاقة الوضع -2
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F
x

x y zx = − =
∂
∂

Π
6 2 3 4  10 

  وبترتيب هذه المعادلة، ثُم إجراء التكامل نجد أن دالة طاقة الوضع   

Π   =  - ∫ 6 x2 y3 z4 d x 

Π   =  - 2 x3 y3 z4   +  q (y,z)  11  

نكتب من . z و y، ولذلك يجب تحديد قيمتها بدلالة الإحداثيين المتبقيين xعتمد على الإحداثي  دالة لا تz,y( q(حيث أن 
  11، انظر المعادلة 517.المعادلة 

F
y

x y z
q y z

yy = − = −
∂
∂

∂
∂

Π
6 3 2 4 ( , )  12 

  ، ينتج أن  2 من المعادلات yF مع 12وبربط المعادلة 

6 63 2 4 3 2 4x y z
q y z

y
x y z− =

∂
∂
( , )

 

  أو
∂

∂
q y z

y
( , )

= 0     ⇒    q(y,z) = const. 

  ورياضياً فإن .  أيضاyً ثابتة المقدار بالنسبة للإحداثي qأي أن الدالة 
q(y,z) = r (z) =const.  

  وتؤول، تبعاً لذلك دالة طاقة الوضع إلى الشكل الجديد

Π   =  - 2 x3 y3 z4  +  r(z)  13 

   zF، ليساوي 13، معادلة zحداثي الثالث ، بدلالة الإΠوبالطريقة نفسها، نحسب سالب التفاضل الجزيئي للدالة 

F
z

x y z
r z

zz = − = −
∂
∂

∂
∂

Π
8 3 3 3 ( )

 14 

   2 من المعادلات zFوهذه تساوي 

8 83 3 3 3 3 3x y z
r z

z
x y z− =

∂
∂
( )

 

  ورياضياً فإن . z ثابتة في المقدار بالنسبة للإحداثي rأي أن الدالة 

∂
∂
r z

z
( )

= 0    ⇒   r(z) = const. = C2                         

  ، نجد أن دالة طاقة الوضع 2C بالثابت 13 في المعادلة z(r(وبعد استبدال الدالة 

Π   =  - 2 x3 y3 z4  +  C2  15  

  516. يساوي الفرق بين دالتي طاقتي الوضع، وذلك طبقاً للمعادلة P و oPأخيراً، الشغل المبذول بين النقطتين 

APoP  = Πo - Π  =  0 - ( - 2 × 23 ×23 ×1) = 128 [ J ] 

 
  Power  الـقُـدرة 5.42.
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  Pوبالعادة يرمز لها بالرمز .  من وإلى جسيم ماEتُعرف القدرة بأنها المعدل الذي تُنْقَل به الطاقة 
P  =  dE

dt
 

 على وعندما تُؤثر قوةٌ ما.  s/ N m [1 ]  = s/J[ 1 = ]W[1[ هي الواط SI  النظام الدوليووحدة القدرة في
  جسيم، تكون القدرة المبذولة لهذا الجسيم 

P   = dA
dt

d
dt

= ⋅F S  

  أو كحاصل الضرب القياسي 
P  =  F ⋅ v    19.5 

  .512.ويأتي هذا التعريف مباشرة من تعريف الشغل، معادلة 

  أمثلة على حساب الشُغل  5.43.

  شـغل قـوة الـجـاذبـيـة
، فإن الشغل المبذول 55. شكل ،P إلى الموضع oPموضع الابتدائي  من الgmإذا تحرك جسيم ما، وزنه 
فالقوة و، k dz + j dy + i dx  =rd = Sdالإزاحة المتناهية الصغر ف. 512.من قوة وزنه يتحـدد بالمعادلة 

  وعليه نكتب الشغل المبذول من قوة وزنه على الصورة التالية. k mg - =  Fالمؤثرة 

A   =
P

P

0

∫ (-mg k ) ⋅ ( dx i + dy j + dz k )  

=  - mg 
z

z

0

∫ dz 
A   =  mg ( zo - z ) 

  أو
A   =  mg H   

 اعتباطيان، فإن Pوالنهاية  oPولأن موقع نقطتي البداية 
 يمكن أن يتحدد كأي قيمة، موجبة أو Hفرق ارتفاعهما 

 لقوة الوزن ولذلك فالشغل الفعلي. حتى صفراً سالبة أو
  يمكن أن يأخذ الشكل 

A  =  ± mg H 20.5 

 

y

z

x

H

yo

z 

zo 

Po 

P

x

y

xo 

O

mg

  
55. شكل

وحيث إن الشغل المبذول من قوة الوزن، . تكون فيه الإشارة سالبـةً عند اكتساب ارتفاع، وموجبةً عند فقدانه
  .  لا يعتمد على شكل المسار، فإن قوة الوزن تُعتبر قوة مـحافظـة520.معادلة 

  

  ة في زنبركشـغل الـقـوة الـمـرنـ
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، وشُد الزنبرك من طرفه الأيمن بواسطة oL) وضع الاستقرار(إذا كان طول الزنـبرك غير المشدود 
) شُد (عندئذ تؤثر على الثقل قوة . 56. ، شكلL ، حتى استطال الزنبرك وأصبح طولهgm، وزنه Mالثقل 

، حيث ثابت التناسب هو معامل x مع الاستطالة تتناسب طردياً) المرنة( هذه القوة .  لليسار cFالزنبرك المرنة 
، الذي يساوي القوة اللازمة لإزاحة طرف الزنبرك وحدة مسافة، بينما اتجاه هذه القوة دائما cمرونة الزنبرك 

   الاستقرارنحو وضع 
Fc  =  - c ( L - Lo) i = - c x i  

في  Sdمن جهة أخرى، تعرف الإزاحة الأولية 
وعليه . i dx = Sdلزنبرك بالعلاقة  ل512.المعادلة 

  نُعرف الشغل الكلي للقوة المرنة بالتكامل 

A = F S⋅∫ d
L

L

o

 = - c x  
0

x

 i ∫ ⋅ dx i   = -c x dx 
0

x

 ∫  

x

Fc mg

a

O

N

x

y

Lo

M

L

  
56. شكل

A   =  - c
2

 x 2  21.5 

، إلى الوضع oL) وضع الاستقرار(ند اسـتطالة الزنبرك من الوضع الأولي أي أن شـغل القوة المرنة المبذول ع
L ، oL - L = x يساوي نصف حاصل ضرب معامل المرونة ،c بمربع الاستطالة x . وتعرف الاستطالة عدديا

 معادلة وهذا الشغل ،. بمقدار التغير، الزيادة أو النقصان، في طول الزنبرك نتيجة التأثير عليه بقوة شد أو ضغط
فشد الزنبرك من طرفه مبتعداً عن وضع . ، يكون موجباً وسالباً بالاعتماد على وضعية الزنبرك عينه521.

وعند رجوع الزنبرك من وضع الشد إلى . الاستقرار يعني أن القوة المرنة في الزنبرك تَبذُل شغلاً سالباً
ا ورد أعلاه، عند معرفة إشارة شغل قوة الجاذبية فإن وكم. وضـعـه الأولي فإن القوة المرنة تبذل شغلاً موجباً

شغل القوة المرنة يكون موجباً عندما يكون الزنبرك بوضعٍ يسير فيه نحو الاستقرار، أياً كان مشـدوداً أم 
وحيث إن هذا الشغل . مضغوطاً، ويكون شغلُه سالباً عندما يكون فيه الزنبرك بوضعٍ يسير فيه نحو عدم الاستقرار

  . عتمد على شكل المسار الذي يتبعه الجسيم أثناء حركته ، فإن القوة المرنة قوةٌ محافظةٌلا ي

  نزلاقي شغل قوة الاحتكاك الإ

نفترض أن جسيماً، يتحرك على سطحٍ خشن في مسارٍ منحنٍ، 
القوى المؤثرة على الجسـيم أثناء حركته، هي  قوة وزنه . 57. شكل

gm ى الجسيم عموديـاً على المماس للأسفل، قوة رد فعل السطح عل
ومقدار هذه الإخيرة ، ، وقوة الاحتكاك المضادة للحركةNباتجاه الحركة 

N µ = µF ، حيثµولحساب الشغل الكلي الذي تبذله .  معامل الاحتكاك
  فقوة الاحتكاك. 512.قوة الاحتكاك، يحسب التكامل المحدود، معادلة 

teN µ - = µF بينما متجه الإزاحة te dS = Sd حيث إن te متجه  
  الوحدة على امتداد الحركة

mg

N

Fµ

سطح خشن

t
et

S
So

mg

N

Fµ

سطح خشن

t
et

S
So

  

57. شكل

A = F Sµ ⋅∫ d
s

s

0

 = - µ µN dS NdSt
S

S

t
S

S

e e⋅ = −∫ ∫
0 0

 22.5  
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  ، فإن مـقـدار شُغـلها الكليconst =  µF.وكحالة خاصـة إذا كانت قوة الاحتكاك ثابتة في المقدار والاتجاه 
A  =  µ N ( S  -  So) 

ولأن قوة الاحتـكاك تعتمد على شكل المسار الذي يتبعه الجسيم . ، طول قوس الحركة∆oS - S = S حيث أن 
  . أثناء حركتـه، فإنها تُعتبر قوة غير محافظة

   قانون تغير طاقة حركة الجسيم 55.
وأن معادلة حركته في الاتجاه . a، وبتسارع F، يتحرك تحت تأثير القوة mإذا اعتبرنا جسيماً، كتلته 

a، حيث إن التسارع المماسي بدلالة السرعة والإزاحة tF =t am ، 3.42.المماس تعرف بالمعادلة 
d
dSt = v

v ،

  عندئذ تكون معادلة حركة هذا الجسيم هي 
m v d

dS
v  = Ft 

   يكون dSوبضرب طرفي هذه المعادلة في 
m v dv = Ft  dS 

، فإنه يمكن كتابة dS عند إزاحته الأولية tF الذي أنجزته القوة dA بالشغل الأولي dSt Fوباستبدال الائتلاف 
  المعادلة الأخيرة بصيغة أكثر اقتضاباً  

d m dAv 2

2








 =   23.5 

 تعرف قانون التغير في طاقة حركة 523.هذه المعادلة . حيث تمثل الكمية على اليسار معدل تغير الطاقة الحركية
المشتـقة الأولى لطاقة حركة الجسيم عند إزاحته إزاحةً ما تساوي الشغل الأولـي : جسيم بصورة تفاضليةال

ً يساوي ، أو بصيغة أكثر اختصاراالمبذول من المتجه الرئيسي للقوى على هذا الجسيم خلال هذه الإزاحة
 A وللنهايتين، الابتدائية 523.دلة وبإجراء التكامل على طرفي المعا. الشغل معدل تَغير الطاقة الحركية

  يكون  Bوالنهائـيـة 
1
2

m 1
2

m AB
2

ABv v− =A
2    1.24.5 

  أو بصيغة أخرى 
TB   -  TA  =     A AB  2.24.5 

التغير في طاقة الحركة للجسيم عند إزاحته : والتي تعرف قانون التغير في طاقة حركة الجسيم بصورة تكاملية
  . المبذول من المتجه الرئيسي للقوى على هذا الجسيم خلال هذه الإزاحةإزاحةً ما يساوي الشغل 

ومن الطبيعي ملاحظة أن قيمتي الطاقة الحركية والشغل المبذول تكون موجبةً إذا كانت السرعة 
وبصيغة مكافئة، يكتسب الجسيم طاقةً حركية . 524.، معادلات Av > B vالنهائـيـة أكبر من السرعة الابتدائية 

  . والعكس صحيح أيضاً. افية وشغله الكلي المبذول يكون موجباً إذا ازدادت سرعتهإض
فالحركة المقيدة بقيود مثالية، تتحدد باستبدال .  تسري حتى للحركة المقيدة 524. و523.إن المعادلات 

، أما القيود Sd ⋅ N = 0وهذا يعطي شغلاً ذا قيمة صفرية، . تأثير القيود بردود أفعالها العمودية على الحركة
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الحقيقية فمن الضروري الأخذ بالحسبان قوة الاحتكاك الانزلاقي كإحدى القوى المؤثرة عند حساب الشغل الكلي 
  . 522.المبذول على الجسيم، معادلة 

 وتغير طاقة الوضع، معادلة 5.242.من جهة أخرى، يمكن الربط بين قانوني تغير طاقة الجسيم، معادلة 
  ج أن  لينت516.

TB   -  TA  =  ΠA - ΠB        &   TA  +  ΠA   = TB   +   ΠB   25.5 

، وهذه ثابتةٌ Π + T = Eحيث إن مجموع طاقة الوضع وطاقة الحركة لنفس الجسيم هو الطاقة الميكانيكية الكلية، 
 يستخدم للأجسام التي حفظ الطاقة الميكانيكية، والذي) مبدأ( تمثل قانون 525.هذه المعادلة . للجسيم المتحرك

  . تبذلُ شغلاً ناتجاً من مجال القوى المحافظ

  حـلُّ المسائل بواسطة قوانين الطاقة

 وسرجهته في الموقعين الابتدائـي - إزاحته -يتم ذلك إذا عرِفَت المسافة التي يقطعها الجسيم 
  . 524. و 523. مباشرةً من المعادلات ،)المسألـة الأولى في الديناميكا(إن ذلك يكفل تحديد القوة . والنهائـي

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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  حــل الـمسـائـل  56.

لقد عرفت . يقوم حل مسائل ديناميكا الجسيم على تحديد القانون الذي يجب استخدامه للحالة المعينة
 53.، البند نين الزخَم الزاويقوا، 52.، البند قوانين الزخمالقوانين العامة لديناميكا الجسيم بثلاث مجموعات هي 

  .55.، البند قانوني تغير طـاقـة الحركة وحفظ الطاقة الميكانيكيةوأخيراً 

  ويمكن إجمال المسائل ونوعيتها تبعاً للقوانين الواردة أعلاه

ل المسـائل التي  يمكن ح57. معادلة وحفظ الزخَم، 56. أو 55. معادلة الزخَم تغير، قوانين الزخَم بواسطة -  1
  .وبالعادة تكون القوة إما ثابتةً وإما دالة زمن. تربط بين القوة، زمن الحركة والسـرجهتين الابتدائية والنهائية

 يمكن 59.معادلة الزاوِي  وحفظ الزخَم 58. معادلة الزاوِي الزخَم تغير، الزاوِي قوانين الزخَم  بواسطة - 2
وغالباً ما . المسائل التي تربط بين كلٍ من القوة ومتَّجِه الموضع والسرجهتين الابتدائية والنهائيةإيجاد حلول 

ومن السـهولة بمكان ملاحظة أن الفرق بين مجموعتي القوانين الواردة . تكون القوة ثابتةً أو دالة موضعٍ فقط
  .أعلاه هو تبادل المتغيرين زمن الحركة وموضع الجسيم الأماكن

 وحفظ الطاقة الميكانيكية 524. أو 523. معادلات قوانين الطاقة، تَغَير الطاقة الحركية، وأخيراً، بواسطة - 3
، يمكن إيجاد حلول المسائل التي تربط بين القوة، متَّجِه الإزاحة والسرجهتين الابتدائية  525. معادلة

  .طوغالباً ما تكون القوة ثابتةً أو دالة إزاحة فق. والنهائية

إن الربط بين . ويمكن حل المسائل المعقدة أكثر، بالربط بين مجموعتي قوانين أو أكثر في آنٍ واحد
 يضمن إيجاد المتغيرات، القوة، زمن الحركة والسرجهتين الابتدائية الزخَم الزاويوالزخَم مجموعتي القوانين، 

 يضمن إيجاد الطاقة والزخَمبين مجموعتي القوانين، كما أن الربط . والنهائية بالإضافة إلى متَّجِه الموضع
وأخيراً يحدد الربط . المتغيرات، القوة، زمن الحركة والسرجهتين الابتدائية والنهائية بالإضافة إلى متَّجِه الإزاحة

بتدائية والنهائية  المتغيرات، القوة، متَّجِه الموضع والسرجهتين الاالطاقة والزخَم الزاويبين مجموعتي القوانين، 
  .بالإضافة إلى متَّجِه الإزاحة

  أسـئـلـة مـحـلولـة
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البــــاب 
  السادس 

  
  

أما نظرية نيوتن للجاذبية، فرغم كونها ناقصة .......... 
إلى المسافات الشاسعة والسرعات العالية، تبقى ملائمة  بالنسبة

هر المذنب هالي وفقاً لتنبؤ نظرية يظو. تماماً للنظام الشمسي
كما يرتكز . نيوتن بالضبط عن الجاذبية، ولقوانينه في الحركة

وقد وصلت المركبة . خ كلياً على قوانين نيوتننظام الصواري
 إلى أورانوس، بفارق ثانية واحدة فقط عن الوقت 2فوياجر 

 .  المحدد سابقاً، كما لم تبطل النسبية أياً من هذه الأمور
  

  .236، ص 1992أكاديميا، : ، بيروتنسبية الظلالإسحق عظيموف، 

  

 Force Motion l Centraحركة الجسيم تحت تاثير القوة المركزية 

  Law of Areas ,Central Force القوة المركزية، قانون المساحات 61.
وتعتبر قوى جذب الشمس للكواكب . تعرف القوة التي يمر خط عملها دائماً بمركزٍ معلوم بالقوة المركزية

ذب الإلكترون نحو التي تدور حولها، وقوة جذب الأرض للقمر والأقمار الصناعية التي تدور في فلكها، وقوة ج
ومن الأهمية  .المركز الذري، وكذلك القوة التي تجذب الأيون إلى الشحنة النووية، أمثلةً على القوى المركزية

بمكان دراسة القوى المركزية التي يكون مقدراها معتمداً على المسافة أو متَّجِه الموضع، بين الكتل المجذوبة أو 
  والتي يمكن كتابتها رياضياً بالصيغة التالية المتنافرة ومركز تأثير القوة، 

F  =  F ( r ) 
وباختيار نقطة الأصل عند مركز تأثير القوة، يكون متَّجِه الموضع ومتَّجِه القوة إما متوازيين وإما 

  وفي كلتا الحالتين، يكون عزم القوة حول المركز مساوياً للصفر . متوازيين عكسياً
MF  =  r × F  = 0 
   59.لذلك، يكون الزخم الزاوي ثابتاً بالنسبة إلى مركز تأثير القوة، استناداً إلى قانون حفظ الزخم الزاوي، معادلة 

L  = r × mv   = const.  

   ⇒  r r
× =

d
dt

const   1.6 
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، أهم خاصية 61.ويمثل حفظ الزخَم الزاوي لوحدة الكتلة، المعادلة 
ولدراسة الحركة في مجال قوة . ة الأجسام تحت تأثير القوة المركزيةلحرك

جذبٍ من مركزٍ ثابت، نعتبر حركة الجسيم، كتلته الوحدة، والمتحرك على 
فعند . 61. شكل، O تحت تأثير قوة الجذب من المركز الثابت    DAالمسار 

، ومتحركاً O  من المركزr، على بعد P، يمر الجسيم بالنقطة tلحظة معينة 
. A، يصل الجسيم إلى النقطة ∆tوبعد فترة زمنية قصيرةً جداً . vبالسرجهة 

، كخط مستقيم ∆PA = S، القوس PAعندئذ يمكن تقريب القطعة القوسية 
  أي أن . vيجتازه الجسيم بسرعة ثابتة، مقدارها  

∆S         =   v    ∆t 

P,t

C

DO

∆ϕ

∆S φ 

A v

r

t+∆t r+∆r
∆r ∆H

  
61.شكل 

    ∆r و rتجاهي للمتّجهين ل الضرب الإ تساوي نصف حاصOPAمساحة المثلث 
∆ ∆A = ×

1
2

r r     ⇒    ∆ ∆A r H=
1
2

 2.6 

  62.  نكتب المساحة ومعادلة ∆ φS sin ∆= Hوباستبدال 
∆ ∆A r t=

1
2

v sin φ  

وبعد . يعن الرأس) السرجهة(، وتمثل قيمة انحراف الحركة v و r الزاوية المحصورة بين المتجهين φحيث 
   يكون ∆tقسمة الطرفين على الفترة الزمنية 

∆
∆
A
t

r=
1
2

v sin φ  3.6 

  المساحة ) معدل تَغَيرِ( نحصل على مشتقة ∆t→0وباستخدام صيغة النهاية 
dA
dt

lim
A
t

r v sin
2t 0

= =
→∆

∆
∆

φ
 

، عند تعريف الزخَمِ 31..5 الذي يظهر في المعادلة φ sin v    rحيث يظهر في يمين هذه المعادلة  نصفُ الائتلاف 
  Oالزاوِي لوحدة الكتلة بالنسـبة إلى مركز تأثير القوة 

dA
dt

L
m

=
2

 

  hإذا رمزنا لهذا الثابت بالرمز . 61.ثابت، معادلة  =  Lوهو مقدار ثابت لأن
L
m

const
2

= .  ⇒ dA
dt

h=  4.6 

 يساوي الزخَم -الذي تُمسح به المساحة   المعدل-، أو معدل تَغَيرِ المساحة al SpeedAreفإن السرعة المساحية 
أن  أي.  ثابتةٌ لحركة أي جسيمٍ في مجالٍ جاذبيh وقيمة هذا المقدار. الزاوِي للجسـيم مقسـوماً على ضعف كتلته

، مثلاً، 61. الشكلوعلى ذلك، ففي . المسارعلى نفس  قيمته عند لحظة ما تُســاوي قيمتَه عند أية لحظة أخرى
 متساويتين، PA وDCالجرم السماوي في قطع جزأي المدار /اللّتان يستغرقهما الجسيم إذا كانت الفترتان الزمنيتان

كبر منها أ C إلى D أن سـرعة الجسـيم من OPA و ODCفإننا نسـتنتج من تسـاوي مساحتي القطاعين 
  . A إلى P من ةبالضرور
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   معادلة مسار الجسيم تحت تأثير القوة المركزية 6.2
 واحد تتناسب عكسياً مع مربع المسافة في مستوى ،جذبٍ وحيدة تتحدد حركة الجسيم تحت تأثير قوة

ولدراسة حركة هذا الجسيم . ولذلك يتواجد متَّجِه التسارع في نفس مستوى الحركة. v و rمكون من المتجهين 
 لوحدة الكتلة، مستبدلين التسارعين 3.43.التفاضلية للحركة في الإحداثيات القطبية ننطلق من المعادلات 

   240.النِّصقُطري والمستَعرِض بقيمهما من المعادلتين 
ϕ+ϕ== ϕ

ϕ &&&& r2ram
F

 1.5.6 

2
r

r rram
F

ϕ−== &&&  2.5.6 

2من قانون الجذب العام   قوة النِّصقٌطْرِيةتتحدد ال ،ϕF = 0 وبينما تساوي القوة المستَعرِضة صفراً،

2

r r
RgmF −= .

   بالشكل التالي 65.ولذلك، تُكتب المعادلات 
0r2r =ϕ+ϕ &&&&   1.6.6 

2

2
2

r
gRrr −=ϕ− &&&  2.6.6 

  &ϕ وr يظهر أنه يمكن كتابتها كمشتقة أولى بدلالة 6.61.إن تحليل المعادلة 

0dt
)d(r2

=ϕ&  
  ) بعد إجراء التكامل ( أو متكاملة 

r2 ϕ&  = const.  1.7.6 

 شكلوتحسب قيمة هذا الثابت من الشروط الابتدائية للحركة، 
.62   

t  = to    →    r  =  ro  , v    = vo  , 

          &    oϕ=ϕ &&   &  ϕ = ϕo = 0 

  6.71.فنكتب المعادلة 
ϕ ro

r

 v

O

P

vo 

φo

Po

φ

  
2.6 شكل

r2 ϕ&   = o
2
or ϕ& =  ro vo sin φo = 2 h  2.7.6 

 معادلةٌ تفاضلية 6.62.من جهة أخرى ، تعتبر المعادلة .  لحظتها زخماً زاوياً لوحدة الكتلة h 2إذ يمثِّلُ الثابت 
لذلك، حتى . ϕ و rويفضل حلها مباشرةً بدلالة إحداثياتها القطبية .  المستقل، الزمنغير خطية بدلالة المتغير

  ، ونفترض المتغير الجديد ϕنَتَخَطّى صعوبات قد تظهر، نستبدل الزمن بمتغير مستقلٍ آخر هو الزاوية القطبية 

r
u

=
1  8.6 

   أن 6.72.لنجد من معادلة 
2uh2=ϕ&  9.6      
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  نحسب مشتقة الموضع الأولى

ϕ
−×=

ϕ
ϕ=

ϕ
ϕ== d

du
u
1uh2d

dr
d
dr

dt
d

dt
drr 2

2&&  

ϕ
−= d

duh2r&                                                                           

  المشتقة الثانية 









ϕ
−

ϕ
=

ϕ
ϕ=

ϕ
ϕ== d

duh2d
duh2d

rd
d

rd
dt
d

dt
rdr 2&

&
&&

&&  

2

2
22

d
uduh4r

ϕ
−=&&  10.6 

   فإننا نحصل على المعادلة 6.62. في المعادلة 10 6.-8 6.إذا عوضنا المعادلات 

− − = −4 42 2
2

2
2 3 2 2h u d u

d
h u gR u

ϕ
 

  أو بشكلٍ أكثر اختصاراً  
d u
d

u
P

2

2
1

ϕ
+ =   11.6 

  حيث استبدلنا ثابت عدم التجانس الناتج بثابت آخر 
1

4

2

2P
gR

h
=  12.6 

، هي معادلة تفاضلية uثير قوة الجاذبية بدلالة  الممثلة لمسار الجسيم تحت تأ611.المعادلة التفاضلية 
ويتطلب .  هي المتغير المطلق لهاϕخطّية، غير متجانسة وذات معاملات ثابتة من الرتبة الثانية، والزاوية القطبية 

  ولذلك، يتكون الحلُّ من الحلَّين العام والخاص . ϕ بدلالة الزاوية القطبية uيجاد قيمة إحلُّها 
u   =  uh  +  up 

d للمعادلة المتجانسةgeneral الحل العام huحيث  u
d

u
2

2
0

ϕ
+  للمعادلة particular الحل الخاص pu، و =

 في المعادلة المذكورة موجب، يكتب الحل العام بدلالة جيب uوحيث أن معامل . 611.الكاملة وغير المتجانسة 
  تمام فرق الزاوية 

uh = A cos ( ϕ - α) 1.13.6  
أما الحل .  زاوية الطور الابتدائيةα، بينما تمثل u أو hu الاتساع الذي يصله Aيمثل .  ثابتي التكاملA ،αحيث 

  k فيعرف كثابت 611.الخاص للمعادلة 
up  =  k 2.13.6 

    613. إلى مجموع الحلين السابقين، المعادلتان 611.ولذلك، يؤول حل المعادلة 
u  =  A cos (ϕ  - α)   +   k 14.6 

1 أو u، نحسب المشتقات الأولى والثانية للمتغير k و A ،αيجاد ثوابت التكامل المذكور أعلاه ولإ
r

 

    0t= t = 0 عند بداية الحركة 614. من المعادلة الرئيسية ϕبدلالة المتغير المطلق 
du
dϕ

  
ϕ=0

  = - A sin ( ϕ - α )
ϕ=0

  =   Asin α 15.6 
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d u
d

2

2ϕ


ϕ=0
 = - A cos ( ϕ -α )

ϕ=0
   = - A cos α 16.6 

  ϕ الأولى بدلالة الزاوية uلكن ، مشتقة 

oo0to

o
2
o0t

2

0t0t
tanφr

1r
r
1

d
dr

r
1

r
1

d
d

d
du −=

ϕ
−=

ϕ
−=








ϕ

=
ϕ

====
&

&
  17.6 

  611. من معادلة ϕومشتقتها الثانية بدلالة الزاوية 
d u
d P r P r

t t o

2

2
0 0

1 1 1 1
ϕ = =

= − = −   18.6 

   أن المعادلتين618. و 616. وكذلك 617. و 615.لاقات ولينتج من ربط كلٍّ من الع
A

ro o
sin α

φ
= −

1
tan

 19.6 

A
r Po

cos α = −
1 1    20.6 

زاوية الطَّورِ : وتأتي  قيم هذين المجهولين مع قليلٍ من الاختصار كالتالي. A و αتنطويان على مجهولين 
  αالابتدائية 

tan α
φ

=
−

P
ro otan ( P)

 21.6 

 Aا الاتساع أم

A
P r ro o o

= −








 +

1 1 1
2

2 2tan φ
   22.6 

d كلاً من ،611.وإذا استبدلنا في المعادلة  u
d

2

2ϕ
 بقيمتها من المعادلة u، و 616. بقيمتها من المعادلة 

  k، نجد أن قيمة الثابت 614.
k = 1

P
  23.6 

   بأي من الشكلين التاليين 614.، أو المعادلة 611.ادلة وبناء على ما ورد، يمكن كتابة حل المع
u = A cos (ϕ - α) + 1

P
 1.24.6 

 أو

r
P

ecos
=

+1 ψ
   2.24.6 

 بدلالة البعد البؤري Conic Section 1ذلك أنهما يمثلان في الهندسة التحليلية معادلة القَطْعِ المخروطي
Semilatus Rectum ، رمزهP الزاوية ،ψ والاختلاف المركزي Eccentricity للمسار، رمزه e ،PA = e ،

وعلى ذلك، .  على إحدى بؤرتي القطع المخروطيOوالمعبر عنهم في الإحداثيات القطبية التي ينطبق قطبها 
تين صغرى وعظمى  نهايr وبالتالي للمقدار 6.242.، يكون للمقام في المعادلة π ,0 = α  -  ϕ = ψفعندما تكون 

  .بالترتيب
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 624.أما في الهندسة الفضائية فتعرف المعادلتان 
 الجرم السماوي أو المركبة الفضائية Equation Orbitمسار

، والشروط الابتدائية التي ϕ و rبدلالة الإحداثيات القطبية 
ويتحكم بارامتر البعد البؤري في . P و eتظهر في الثابتين 

π ± = ψ  عندما تكون rي  و يمثل قيمة حجم القطع المخروط

، بينما يحدد الاختلاف المركزي شكل المسار الذي يتبعه /2
 يكون 63. الشكل، و624.واستناداً إلى المعادلتين . الجسيم

  المسار 

دائرياً إذا كانت قيمة الاختلاف المركزي مساويةً  -أ 
  .e = 0للصفر 

e = 0 , دائري

0 < e < 1, ّاھلیلجي
e =1, قطعٌ مكافئ

e > 1, قطعٌ زائد

الأرض
α = πPo

vo

e = 0 , دائري

0 < e < 1, ّاھلیلجي
e =1, قطعٌ مكافئ

e > 1, قطعٌ زائد

الأرض
α = πPo

vo

  
 63. شكل

  .e < 0 > 1 إذا كانت قيمة الاختلاف المركزي موجبةً وأقل من واحد قَطْعاً ناقصاً، إهليلجياً-ب
  .e = 1 قَطْعاً مكافئاً ، إذا كانت قيمة الاختلاف المركزي مساوية لواحد -ج
  . e < 1 قَطْعاً زائداً ، إذا كانت قيمة الاختلاف المركزي أكبر من واحد -د

دلالة الشروط الابتدائية الأساسية للحركة كسرعة  ومن المهم تحديد مسار الجسيم المنطلق في السماء ب
 بدلالة 612.، معادلة Pلذلك ، تجب معرفة قيمة البعد البؤري . α، وزاوية الطور الابتدائية ovانطلاقه الابتدائية 

   6.72. في المعادلة المذكورة بقيمتها من hفنستبدل قيمة . تلك الشروط

P (2h)
gR

r sin
g R

2

2
o
2

o
2 2

2= =
v φο  25.6 

  ، ثم حلِّ الناتجα =  ψ و ϕ  = 0 وللزاوية 6.242.عويضها في المعادلة وهذه بت
  
  
 لجميع نقاط locusيعرف القطع المخروطي في الهندسة بأنَّه المحلُّ الهندسي   1

المستوى التي تكون نسبة بعدها عن نقطة ما ثابتة إلى بعدها عن خط مستقيمٍ 
 يدعى الخط المستقيم بالخط Focusبؤرة وبينما تُدعى النقطة بال. ثابت واحدة

كما يدعى ثابت النسبة بالاختلاف المركزي للقطع . Directrixالدليل 
  . المخروطي

FM
DM

e=   ⇒   r
P / e r cos

e
−

=
ψ

 

M

F K
E

D
خـط دلـیــل

r

P/e

ψبؤرة

M

F K
E

D
خـط دلـیــل

r

P/e

ψبؤرة

  
القطع المخروطي

  . 6.242.ومن المعادلة الأخيرة نحصل على معادلة  القطع المخروطي 

e r sin gR
gR

o o
2

o
2

2cosα
φ

=
−v 2

 26.6 

   ينتجP في 619.من جهة أخرى، فإن ضرب طرفي المعادلة 
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e sin
r sin2

2 gR
o o

2

2α
φο= −

v
 27.6 

  α نحصل على زاوية الطور الابتدائية 627. و 626.وبحل المعادلتين 

tan α
φ

φ

=

−












v

v

o
2

2

o
o
2

sin

g
R
r

sin

2

2 2

o

o

  28.6 

  أما قيمة الاختلاف المركزي فتكون

e
r sin r 2gR ]

g R
1o o

2 2
o o

2 2

2 4=
−

+
v vφο [

   29.6  

، التي تحدد موضع نقطة الإقلاع بالنسبة لمحور تماثل المسار، بينما α تعرف الزاوية 628.عادلة الم
 R = orوإذا ما انطلقت مركبة فضائية من سطح الأرض، . ختلاف المركزي للمسار قيمة الا629.تعطي المعادلة 

  ، فإن قيمة الاختلاف المركزيo90=o φو

e
sin 2gR]

g R
1o

2 2
o
2

2 2=
−

+
v vφο [

 1.29.6  

  تبعاً لذلك، فإن شكل المسار يكونو

  .2gR < ov < gR قَطْعاً ناقصاً عندما تكون -ب  .gR =o vدائرياً عندما تكون -أ 
   .2gR >  ovتكون قَطْعاً زائداً عندما - د  .2gR  =ov قَطْعاً مكافئا عندما تكون -ج

سرعة وهي ال.  تعبير السرعة الدائرية أو السرعة الفضائية الأولىgR =cvويطلق على السرعة
وهي أقل . من سطح الأرض للدوران حول الأرض بمدارٍ دائري) مركبة فضائية ( اللازمة لانطلاق جسيم 

كما يطلق  .غلب على الجاذبية الأرضية ويتحول إلى قمرٍ صناعيٍ يدور حول الأرضسرعة ممكنة لجسم حتى يت
السرعة ، وهي Escape Speed سرعة الإفلات، تعبير السرعة الفضائية الثانية أو 2gR= escvعلى السرعة 

بمدارات قطعٍ ) حولها( والدوران من سطح الأرض للإفلات من جاذبيتها) مركبة فضائية(اللازمة لانطلاق جسيمٍ 
2وبالعادة ، يتحرك الجسم المنطلق بالسرعة . مكافئةgR≥ ov في مدار قطعٍ مكافئ أو قطعٍ  زائد، مبتعداً بلا 

g = 89. وبالتعويض بدل . وعندئذ يصبح قمراً صناعياً يتبع جِرماً سماوياً آخر غير الأرض. حدود عن الأرض

]s/m[ ونصف قطر الأرض ]km[ 6370  = R تكون ،  

vc    = gR = 7.9 [km/s] ,  vesc  = 2gR  = 11.2 [km/s] 30.6 

ولهذا فَلكَي يصبح جسم مقذوفٌ من سطح الأرض قمراً تابعاً يدور حولها، لا بد من توفر الشرطين 
 .oφ  =90° وثانياً s/km[.2    11<  ov  ≤ ] s/km[.9 7[أولاً : التاليين

في الفضاء يتحدد دون معرفة سرعته أو ) والجرم السماوي (لقد لاحظنا فيما سبق كيف أن مسار الجسيم 
لذلك نحتاج إلى مزيد من المعلومات الضـرورية، نستقيها من قانون تغير طاقة حركة . حتى تغيرها على المسار
   على التواليT و oT إلى BT و AT، مع تغيير الرموز 524.ادلة الجسيم لوحدة الكتلة، مع
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A
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o
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−  1.31.6 

 ،كتلة من موضعها الابتدائي لانتقالهاويتحدد الشغل المبذول على وحدة oP إلى الموضع النهائي P على نفس 
   516.، بسالب الفرق بين طاقتي الوضع، معادلة 62. شكلار، المس
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  وبربط المعادلتين الأخيرتين، ينتج عنه بعد ترتيبهما أن 
v v2

o
2

2

o
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r2 2

− = − −
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− =
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r

const.
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 32.6 

، ويحدد مستوى uE لكل وحدة كتلة، رمزه Energy  Parameter الثابت يعرف ببارامتر الطاقة هذا
  الطاقة في الموضع المعين، ويحسب من الشروط الابتدائية للحركة 

E r 2 gR
2 r

1
2

gR
ru

o o
2 2

o
o
2

2

o
=

−
= −

v v  33.6 

]وباستبدال r 2gR ]o o
2 2v  من المعادلة hعتبار قيمة الثابت ، مع الأخذ بعين الاuE  or 2 بـ 629.في المعادلة −

   نحصل على الاختلاف المركزي بدلالة بارامتر الطاقة 625.

e r
g R

Eo o
2

o
2 4 u= +2 1

2 2v sin φ  34.6 

 مؤشراً مباشراً على شكل المسار الذي uEوعلى هذا الأساس، يعتبر مستوى الطاقة، ممثلاً ببارامتره 
or = وللمركبة الفضائية المنطلقة من سطح الأرض، ). من حول الأرض، مثلاً(يتبعه الجسيم المقذوف في الفضاء 

R و o90=oφ يكون المسار ،  

1 وبارامتر الطاقة كمية سالبةe = 0 دائرياً عندما يكون -أ
2

g R2 2

o
2v

- =  uE .  

1  وبارامتر الطاقة كمية سالبة محددة؛ أيe < 0 > 1 قَطْعاً ناقصاً عندما يكون -ب
2

g R2 2

o
2v

 - >    u E  > 0    .  

  .uE  = 0 وبارامتر الطاقة صفراً e = 1  قَطْعاً مكافئاً عندما يكون -ج
  .uE  < 0  وبارامتر الطاقة كمية موجبة e  < 1   قَطْعاً زائداً عندما يكون -د
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  Motion   yPlanetar   of Laws  Kepler’s 2 قوانين كبلر للحركة الكوكبية 63.

       قانون كبلر الأول

ناقص لقد تبين لنا ذلك . مع وجود الشمس في إحدى بؤرتيه، المسار الذي يخطه كل كوكب هو قطع
هليلجِياً فقط عندما تَتْبع قوته المركزية قانون التربيع إفالجسيم يتبع مداراً . 624.رياضياً من المعادلتين القطبيتين 

وحيث أننا نتعامل مع كواكب سيارة تتحرك في . روط ابتدائية يجب تَوفُرها في الحركةلى شإالعكسي بالإضافة 
هليلجيةً إالفضاء حول الشمس ، وتتأثر بقوة جاذبية تتبع قانون التربيع العكسي، فإن مسارات هذه الكواكب ستكون 

  .تقع الشمس في إحدى بؤرتيها
 ليثبت ذلك رياضياً مستنداً إلى قانونه الثاني نيوتناء بعده وج.  قانونه الأول للكواكب فقطكبلرلقد صاغ 

القوة المركزية التي تجذب الكوكب إلى :  من قانون كبلر الأول قاعدة تقولنيوتنإذ استنتج . وقانون الجذب العام
التربيع الشمس قوةٌ مكافئةٌ لقانون التربيع العكسي، وبصورة مكافئة مسار الكوكب الاهليلجي ناتج من قوة 

 أن جميع المسارات الممكنة للكواكب والأجرام السماوية هي قُطوع نيوتنوفي الواقع، فقد أثبت . العكسي
 أو حتى النيزك Meteor أو الشهاب Comet أو المذنب Asteroidإذ يستطيع الكوكب أو الكويكب . مخروطية

Meteorite بل وحتى الإهليلجإ ذو الطاقة الكافية الحركة في مسارٍ دائري أو ،بي ،تباع إفلات من النظام الشمسي
مسارٍ مكافئ أو حتى زائدي.  

يجب الانتباه إلى أن قانون كبلر الأول هو قانون هندسي بحت، يختص فقط بالسمة المكانية للمدار 
 ألفي سنة أو ومع ذلك، فكم كان الانجاز عظيماً بعد. الكوكبي، وليس بالزمان أو السرعة أو حتى أي مفهومٍ آخر

، هليلجيةإفي مدارات  الكواكب تتحرك:  وبعبارة واحدةكبلريأتي ! أكثر، من الاقتناع البشري بالمدار الدائري 
  . ليبسطَ إلى أبعد الحدود صورة النظام الشمسي، وفي نفس الوقت لِيحققَ توافقاً بين المشاهدة والحسابات الهندسية

  قانون كبلر الثاني
فافترض أن كلاً .  كمقياسٍ لسرعة الكوكبOrbit Oval استخدام فرضية المدار البيضاوي بلركلقد حاول 

من قوة جذب الكوكب وسرعته تتناسبان عكسياً مع المسافة، ونجح في اثبات التناسب العكسي بين السرعة 
متساوية تُمسح في أوقات مساحات وقد قاده هذا إلى فكرة جديدة عن الحركة الكوكبية، مفادها أن . والمسافة
مثال ذلك ، في غضونِ يومٍ واحد، يمسح .  أو قانون كبلر الثاني- بقانون المساحات والذي يعرف اليوم متساوية

خطُّ مدار الأرض منطقةً ضيقةً مثلثةَ الشكل، يقع رأسها عند مركز الشمس وقاعدتها على امتداد المدار، وتكون 
  وهكذا ، فحين تكون الأرض أقرب إلى الشمس، فإنها يجب أن . ا كل  يومٍ في السنةمساحة هذا المثلث هي  نفسه

  
 علم الفلك الجديد، إذ نشرهما في كتابٍ واحد هو 1609 وقانونه الثاني عام 1605 قانونه الأول عام كبلر   أعلن 2

Astronomica Novaأعلن قانونه ال ضمن كتاب 1619ثالث عام ، الصادر في براغ عاصمة تشيكيا اليوم، ثُم 
  .، في فرنسا اليومLinze، الصادر في لانس Harmonice Mundeهارمونية العالم 
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بل إن سرعتها تزداد في الحقيقة إلى درجة كافية بالضبط للإبقاء . تتحرك أسرع كي تحدد مثلثاً بنفس المساحة
قانون المساحات كنتيجة بسيطة لقانون حفظ الزخَمِ الزاوِي، وبالتالي تَمكّنَّا من اشتقاق . على زخمها الزاوي ثابتاً

  61.معادلة 
r  ×  v  = const. 1.35.6 

 بأكثر من قرنٍ من الزمن، كبلروالواقع أن مفهوم الزخمِ الزاوي لم يعرف في الميكانيكا إلا بعد اكتشافات 
. مع استهلال الصياغات الرياضية في القرن التاسع عشرولم يبد كواحد من صفوة مفاهيم الميكانيكا الأساسية إلا 
 واحداً من قوانين الحفظ الفذة في الميكانيكا، مع أن 635.ويعتبر قانون الزخم الزاوي للحركة الكوكبية، معادلة 

، وشأن القانون الأول، فإن قانون كبلر الثاني قانون هندسي. دراك ذلك على هذا المستوىإ نفسه أخفق في كبلر
  . ينطبق على كلِّ مدارٍ بمفرده، ولا يشَكِّل أي صلة مع المدارات الأخرى

، فإن تطبيق قانون المساحات يكون بصورة خاصة عند نقطتي أكبر وأصغر بعد 61.وكما أشرنا في بند 
 فعند هاتين النقطتين يكون حاصل ضرب السرعة والمسافة. للكوكب عن الشمس، أو عن أي مركز آخر للقوة

  الشعاعية ثابتاً 
vA rA   = vP rP 35.6 

.  للمدار على التواليPerigee ونقطة الحضيض Apogee إلى نقطة الأوج P و Aإذ يشير الرمزان السفليان 
، بيما البعد m[ 1110 × .471 = Pr[وإذا كانت الأرض هي الكوكب قيد الدراسة، فإن البعد الحضيضي لمدارها 

وأصغر ) عند الحضيض(وعلى هذا الأساس، فإن النسبة بين أكبر سرعة للأرض . m[ 1110 × .521 = Ar[الأوجي 
  هي ) عند الأوج(سرعة 

v
v

P

A

A

P

11

11

r
r

1.52 10 [m]
1.47 10 [m]

1.034= =
×
×

=  

ولذلك، لا يمكن تحديد السرعة . وكما هو ملاحظ، يعالج قانون كبلر الثاني النسب بين السرعات فحسب
هذا وتتراوح سرعة الأرض .  أخرى قد أضحت معروفةعند أي نقطة على المدار، ما لم تكن السرعة عند نقطة

  المقيسة  
rP × ωES  < vE < rA  × ωES

 

1.47×1011 × 1.99 × 10-7 < vE < 1.52 ×1011 × 1.99 × 10-7 

2.93×104 [m/s] < vE < 3.02 ×104 [m/s] 

  قانون كبلر الثالث
فمنذ عهد . يربط مداراً كوكبياً بآخر قانونيه الأول والثاني بثالث لاستكمال لسنوات عديدة كبلرسعى 
 أول من كبلروكان . ، كان معروفاً أن دورات الكواكب الأبعد عن الشمس تكون أكبرCopernicus كوبرنيكس

يجاد أبعاد الكواكب ومدى دقتها اكتشف إإذ بينما كان يحاول . أوجد العلاقة المقدارية بين الأزمنة والمسافات
دورة الكوكب تتناسب طردياً مع الجذر التربيعي لمكعب المحور :  الذي ينصبمحض الصدفة قانونه الثالث

  .  لاشتقاق هذه العلاقة بسهولة ويسر6.242.ونستطيع الآن الاستعانة بالمعادلة . النصف الرئيسي لمداره
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ل القيم  أن مسار الجسيم المتحرك تحت تأثير قوة الجاذبية سيكون منحنى مغلقاً لك62.لقد أثبتنا في البند 
، e = 0فمدار الكوكب يكون دائرياً عند . e > 1 ≤ 0أقل من واحد موجبة والتي تكون فيها قيمة الاختلاف المركزي 

، قيمتها المطلقة ψ إلى الصفر لأية زاوية 6.242.، وبالتالي لن يؤول المقام في المعادلة e < 1 > 0هليلجياً عند إو
، 64. شكلن مدار كوكبٍ معينٍ حول الشمس محدد بالمسار الاهليلجي، لنفترض أ. | ψ|   > 90 °أقل من قائمة 

 في ot = 0يكون الكوكب في اللحظة الابتدائية : ولنحدد الشروط الكينماتيكية التالية. Fحيث تقع الشمس في البؤرة 
 إلى الموضع  عند وصولهϕكما يصنع الزاوية .  عن محور التماثلα، والمحددة بالزاوية oPالموضع الابتدائي 
  .Mالموسوم بالنقطة 

 تمثل أقرب نقطة على المدار حول Pالنقطة 
الشمس يصلها الكوكب أثناء حركته، ولذلك تسمى 

وبعدها عن مركز الشمس . بنقطة الحضيض
 Perihelionيمثل البعد الحضيضي) البؤرة(

Distance ورمزه Pr . أما النقطةA فتمثل أبعد 
صلها الكوكب أثناء حركته نقطة على المدار نفسه، ي

ويسمى البعد من . حول الشمس وتسمى بنقطة الأَوج
نقطة الأوج إلى مركز الشمس بالبعد الأوجي 

Aphelion Distance رمزه ،Ar .يجاد قيمتي ولإ
 ، شكلالبعدين الحضيضي والأوجي للقطع الناقص

 6.242. من المعادلة r، نحسب قيمتي 64.
البعد . ψ=  180oو  ψ = 0°  وللزاويتين
  الحضيضي

FN

M

P

B

A

D

O

aa

b

E

M’

α 

rA
rB

Po

ψ

ϕ

a(1-e)

F’

a

ea

  

64. شكل

r r P
eP = =

+=ψ 0 1
      ⇒   rP = a (1 - e ) 1.36.6 

البعد . Semiminor  Axis المحور نصف الثانوي b وSemimajor Axis المحور نصف الرئيسي aحيث أن 
  الأوجي 

r r
P

eA = =
−=ψ 180 1

  ⇒   rA = a (1 + e ) 2.36.6 

  ؤري ومنهما يتحدد البعد الب
P  = a (1 - e2 ) 37.6 

  T وبعد تكامله دورة الكوكب 64.من جهة أخرى ، يعطي معدل تغير المساحة ، معادلة 

Ae = h T    ⇒  T =  Ae / h 38.6 

    ومنهاP2g R = 2h /4 نصف وحدة الزخم الزاويh ،، بينما b a π = eA مساحة القطع الناقص، eAحيث 
4)/2e-1( a 2g R = 2h .ذلك نكتب دورة الكوكب  ل  
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T =  
2 a b

g R a (1- e2 2

π

)
  ⇒  T a

gR
= 2

3

2
π   39.6 

bنأحيث   a e= −( )1 الجرم (ولمعرفة العلاقة بين الزمن المستنفد والموقع الذي وصله الكوكب . 2
س الزمن من نقطة للأرض، ننطلق من الحقيقة أننا نقي/ للشمسبالنسبة) السماوي أو حتى القمر الصناعي

وكما هو معروف من قانون كبلر الثاني يمسح الخط الشعاعي للكوكب الفراغ . الحضيض كنقطة بداية الحركة
، يمسح مسـاحات متسـاوية من الدائرة في أوقات 64. شكل، ’FMولهذا؛ فالخط الشعاعي . بمعدلٍ ثابت

 ABPD في القطع الناقص FMوالدائرة يعتبر الخط  الرسم الهندسي للقطع الناقص ئوانطلاقاً من مباد. متساوية
  ورياضياً فإن.  على مسـتوى المدارOA ونصف قطرها O في الدائرة التي مركزها ’FMمسـقطاً للخط 

 MN
b

M N
a

=
'   

تنكمش لتنتج ) Pبدء من (  على المسار الدائري ’FMوبالتالي فالمساحات الناتجة من مسح الخط الشعاعي
ومعامل الانكماش هو النسبة بين . هليلجي على المسار الإFMات أخرى ناتجة من مسح الخط الشعاعي مساح

bالمحورين نصف الثانوي ونصف الرئيسي، أي 
a

إذا افترضنا أن الزمن الذي يستغرقه الكوكب حتى الوصول . 

t خلال تلك الفترة الزمنية هي M’F، فإن المساحة الممسوحة من الخط الشعاعي t هو ’Mإلى 
T

 من المساحة 

وهذه مساويةٌ بالتمام لمساحة قطاع الدائرة الذي ). Tالممسوحة خلال دورة الجرم السماوي (الإجمالية للدائرة 
  ولهذا نكتب . OM’F مطروحاً منه مساحة المثلث E 3 وزاوية رأسه Oرأسه 

π a
T

t a E a e E
2

2 21
2

1
2

= − sin  40.6 

   وحل الناتج بدلالة الزمن المستنفد نجد أن639. بقيمتها من المعادلة 640. في المعادلة Tأخيراً، باستبدال 

t a
gR

E e E= −
3

2
( sin )   41.6 

  

  

  

 أو الزاوية التي تحدد موقع جرم Eccentric  Anomaly في الميكانيكا الفضائية بالبعد الزاويE تعرف الزاوية   3
  وتحدد قيمتها بإحدى العلاقتين .  للشمس على دائرة الشكل الاهليلجيسماوي نسبة

sin
sin

cos
E

e
e

=
−

+

1
1

2 ψ

ψ
   & tan tanE e

e2
1
1 2

=
−
+

ψ  

  لمزيد من المعلومات انظر 
Greenwood,T.,D.:Principles of Dynamics. pp 208 - 209. 
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  Orbits Elliptical  and   Satellites الأقمار الصناعية والمسارات الإهليلجية 64.
هذه القوة تكون مساوية لوزن الجسم في . تتحرك الأقمار الصناعية حول الأرض طبقاً لتأثير قوة الجاذبية

ويتم تعريف حركة القمر الصناعي عن طريق حل المعادلة التفاضلية . الموضع الابتدائي على سطح الأرض
. ψ,α,oφ,ov,ϕ( r = r( و ψ ،α ،ov والشروط الابتدائية ϕطبية يجاد معادلة مساره بدلالة الزاوية القإ، وذلك ب611.

 للحصول على مسار معين من المسائل oφ و αوتُعتَبر معرفة أقل سرعة ابتدائية ممكنة ، وأفضل قيم للزوايا 
يران  ومعرفة زمن الطHيجاد أقصى ارتفاع ممكن إإن تحديد المسار يتطلب . المهمة في الميكانيكا الفضائية اليوم

  . S، والمدى الذي يقطعه الصاروخ fTاللازم 

لقد أثبتنا أن مسار الجسم يكون إهليلجياً إذا قُذفَ بسرعة ابتدائية تتراوح قيمتها بين السرعة الفضائية 
ثبات تم استنتاجه من هذا الإ. 64. شكل، π = α  و π = oφ / 2، وبالزوايا gR < ov ≤ 2gRالأولى والثانية 

 من - قمر صناعي -هذه الحالة الخاصة جداً ، تجعل من المستحيل عملياً اطلاق جسمٍ . 627.، 626.العلاقتين 
ه بواسطة صاروخ موجه أرضياً يرفعه إلى ارتفاع معين، ثم قطلاإبل تتم العملية ب. سطح الأرض بسرجهة أفقية

  . ة والزاوية المحددتينيطْلق من هناك بالسرجه

بناء على ما تَقَدم، يكون مسار الجسم المقذوف مغلقاً 
أما . حول الأرض دون الارتطام بها، ليدعى قمراً صناعياً

إذا ارتطم الجسم المقذوف بالأرض، عندئذ ينتقل الجسم من 
هليلجياً ليسمى لحظتئذ إموقعٍ ما إلى آخر، مكوناً مساراً 

، 1AP oPبر للقارات أو البعيد المدى، القوس بالصاروخ العا
ويتحدد مدى الصاروخ المقذوف من الموضع . 65. شكل

  أو رياضياً. 1BPoP بالقوس 1P، إلى الموضع oPالابتدائي 
S  =  2 R α   42.6 

H

S

α ϕ

الأرض

القمر 
الصناعي

O
مركز
الأرض
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αα ϕϕ
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O
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vo 
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65. شكل

 ارتفاعٍ ويتحدد أقصى.  المتوسط الحسابي لنصف قطر الأرضR، و 628. محددة حسب المعادلة αحيث الزاوية 
فطبقاً . R و Ar متسـاويتين، وذلك كالفرق بين ϕ و αيصله الصاروخ في اللحظة التي تكون فيها الزاويتان 

    ع أقصى ارتفاع للمعادلة التاليةض، يخ636.للمعادلة 

H  =  rA -   R  = 
P

e1 −
  -  R  

  ، نحصل على الارتفاع  R = orللحالة  625. من المعادلة Pوباستبدال بارامتر البعد البؤري 

H
e g

Ro o=
−

−
v2 2

1
sin φ

( )
   43.6 
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ورد أعلاه، يمكن بمعرفة السرعة  بناء على ما. 6.291. من المعادلة eختلاف المركزي حيث تتحدد قيمة الا
 642.دلة ، معاS، أن نُعين مدى الصاروخ oφ، وزاوية انحراف سرجهة الإقلاع عن الخط العمودي ovالابتدائية 

  . 643.، معادلة Hوارتفاعه الأقصى 

ومن الأهمية بمكان من وجهة النظر العملية والعلمية تعيين أقل سرعة ممكنة للانطلاق من سطح الأرض 
min ovلهذا الغرض نحسب قيمة السرعة . ، وأنسب زاوية قذف يصل الصاروخ بمقتضاهما إلى مداه المطلوب

   R = orندما تكون ، ع628.الابتدائية من المعادلة 

v o
o o

R g
=

+

2
2 2 2

tan
sin sin tan

α

φ φ α
  44.6 

وتُحسب أقل سرعة . المعبر عنها في المقام  oφهذه المعادلة تبين أن السرعة الابتدائية تعتمد على الزاوية 
  ورياضياً يعني ذلك . ممكنة للصاروخ عندما يصل المقام إلى نهايته العظمى

[ ]d
d o

o oφ
φ φ αsin sin tan2 2 02+ =  

2 2 2 2 0cos sin tanφ φ αo o+ =               ⇒         tan cotα φ= − 2 o  

   يكون oφحلّ هذه المعادلة بدلالة 

φ
π α

o = − −



4 2

 45.6 

   نجد أن أقل قيمة للسرعة تتحدد رياضياً  645. بقيمتها من المعادلة 644. في المعادلة oφوباستبدال 

v omin
Rg

=
−

2
1

sin
sin

α
α

  46.6 

  حـل المسائل 
يقوم حل مسائل الحركة تحت تأثير القوة المركزية على اختيار المعادلة أو القانون المعين من مجموعة 

  وتتحدد مميزاتها بما يلي . معادلات أو قوانين تبعاً للمعطيات المرفقة بالمسألة قيد البحث
لذلك تكون سرعة ، وتبعاً 635.، لأن زخمه الزاوي ثابتٌ، معادلة الجسم يتحرك في مستوى واحد - 1

  .64.الجسم القطاعية ثابتة، معادلة 
  . 624.، المعادلات مسار الجسم المتحرك قطع مخروطي -2

 بأيٍ من eولذلك، فلمعرفة مسار الجسم المتحرك تأثير القوة المركزية، نحدد قيمة الاختلاف المركزي 
وفي جميع الحالات تتحدد . طي، أو حتى هندسياً من معادلات القطع المخرو634. أو 629.المعادلات 

كما . 635. أو حتى المعادلة 637. - 635.الخصائص الهندسية للمسار كالسرجهة والتموضع من المعادلات 
  .641. و 639.تتحدد دورة المدار والزمن المستنفد من المعادلتين 
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ــاب  البـــــ
  الســـابـع

  

  

  

  

  
  

  PARTICLE A  OF  MOTION  RELATIVEحركة الجسيم النسبية 
  المعادلة التفاضلية لحركة الجسيم النسبية 71.

بحثنا في الأبواب السابقة حركتي الجسيم الحرة والمقيدة، وذلك بالاعتماد على قوانين نيوتن والقوانين 
وانين نيوتن يستلزم الحركة المطلقة فقط؛ أي الحركة بالنسبة لإطار وقد أدركنا أن استخدام ق. المستنبطة منها
  . إسنادٍ قصوري

) لنقل بتسارعٍ معين( هذا الباب سنُخَصصه لدراسة حركة الجسيم بالنسبة لأُطُرِ إسنادٍ متحركةٍ اعتباطياً 
بالنسبة لأُطُرِ الإسناد ) مةالعا(عندئذٍ، ندعو حركة الجسيم المذكور . 71. شكلبالنسبة لأطرِ إسنادٍ قصورية، 

  .  الحركة النسبية للجسيمOxyzالمتحركة 

 الذي يتحرك بشكلٍ ما Oxyzلنتخيل إطار الإسناد 
أي أنه في كلِّ لحظةٍ . 1z1y1Oxبالنسبة لإطارِ الإسناد الثابت 

، Oللنقطة  oaزمنية يكون معلوماً لدينا التسارع المطلق 
 لإطار الإسناد εسارع الزاوي ، والتωَالسرجهةُ الزاوية 

إذا . بالنسبة لإطار الإسناد الثابت) الجسم المتحرك(المتحرك 
، F محصلة القوى المؤثرة عليه بالمتَّجِه Pتحددت للجسيم 

 لحركته بالنسبة لإطار الإسنادِ الابتدائيةوتحددت الشروط 
دد المتحرك أيضاً، فإن مسألة ديناميكا الجسيم النسبية تتح

 ومن ثم Pبتكوين المعادلة التفاضلية للحركة النسبية للجسيم 
فمن قانون نيوتن الثاني نكتب معادلة ). أي إجراء تكاملها(حلها 

  P) المطلقة(حركة الجسيم 

O1

z

y

x

P

O

 rrP

R

Sao

a

ω

ε

y1

z1

x1  

71. شكل
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F = m a 2.3 
المطلق محصلة وكما هو معروفٌ من الكَينَماتيكا، يساوي التسارع . P متَّجِه التسارع المطلق للجسيمaحيث إن 
  97.2، معادلة المكتسبة والنسبية والكوريوليسيةمركباته 

a = atr   + ar + acor 97.2 
  أن  mar وحل الناتج بدلالة 2.3لنحصل بعد تعويض هذه المركبات في المعادلة 

m ar  =  F -  matr -m acor 
 على Fcor,in والقصور الكوريوليسية Ftr,inة  بقوتي القصور المكتسبmacor- و matr-وإذا دعونا الكميات المتَّجِهة 

، فإن استبدال هذه القوى المستحدثـةِ في المعادلة السابقة يمكننا من 48.4الترتيب ، وذلك قياساً على المعادلة 
  كتابتها بالشكل الجديد  

m ar =  F + Ftr,in + Fcor,in  1.7 
 للحركة المطلقة إذا أضيفت قوتا 2.3 شبيهةٌ للمعادلة وهي. الجسيم النسبيةلتدعى بالمعادلة التفاضلية لحركة 

، وذلك نتيجةً للتأثير الناتج من الحركة  المؤثرة على الجسيمFالقصور المكتسبة والقصور الكوريوليسية إلى القوة 
  :وسندرس بعض الحالات الخاصة التالية. المكتسبة

 atrtارع المكتسب من المركبتين النِّصقطرِية  حركة إطار الإسناد المتحرك دورانية، عندئذ يتكون التس-1
  ولتؤول المعادلة الأخيرة إلى . atrn ،atr = atrn + atrtوالمماسية 

m ar  =  F + Ftrn,in + Ftrt,in + Fcor,in 1.1.7 
، عندئذٍ يكافيء .ωtr = const، تكون السرعة الزاوية ثابتةً لحركة الدورانية المكتسبة منتظمةوإذا كانت ا

   تصبح 1.1.7والمعادلة .  atr  = atrnتسارع المكتسب التسارع العمودي فقط، ال
m ar  =  F + Ftrn,in + Fcor,in 2.1.7 

عندئذ تكون السرعة الزاوية المكتسبة .  حركةُ إطارِ الإسنادِ المتحرك انتقالية غير منتظمة وفي خطٍ منحنٍ-2 
 ،  atrn,in = 0، أي)العمودي(لتسارعين المكتسب ، وتبعاً لذلك، يتلاشى كلاً من اωtr = 0صفراً، 

   إلى 1.7ولتؤول المعادلة . acor= 0 ⇐ Ftrn,in = Fcor,in = 0والكوريوليسي، أي 
m ar  =  F + Ftrt,in  3.1.7 

   لأن atr = 0، عندئذ يكون ة إطار الإسناد المتحرك انتقالية، منتظمة وفي خط مستقيم، إذا كانت حركأخيراً
ωtr =  0، و acor  = 0 . إلى 1.7وتؤول المعادلة   

m ar  =  F 4.1.7 
.    لحركة نفس الجسيم تحت تأثير القوة بالنسبة لإطار إسنادٍ قصوري2.3والتي تكافيء المعادلة الاتجاهية 

 من غاليلو ونيوتنإن هذا يعني أن قوانين الحركة واحدة في سائر أطر الإسناد القصورية، حيث أدرك هذا 
إن هذا لا . Principle of Galilean Relativityدعي هذا المبدأ باسم الأخير مبدأ النسبية الغاليلية و. قبله

يعني أن وصف حركة ما سيكون متطابقاً في سائرِ أُطُرِ الإسناد المختلفة بل سيكون واحداً، فقط في أُطُرِ 
 .الإسناد القصورية المختلفة
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   لى سطح الأرضالنِّسبي ع) السكون(الإستقرار  2.7
على سطح الأرض مستقراً نسبياً دون اعتبارٍ لدوران الأرض ) عدم حركته(يعتبر الجسم حال سكونه 

كما يعتبر نفس الجسم السابق في حالاتٍ أخرى متحركاً لاكتسابه حركة الأرض . حول محورها وحول الشمس
صوري الفيصل في تحديد قيمة وأهمية دوران لقد كان اختيار موقع إطارِ الإسنادِ الق. الدورانية حول محورها

إذ تنطوي حركة الأرض على تعقيداتٍ كثيرةٍ عند بحثها بالنسبة لإطار . الأرض حول محورها وحول الشمس
  . 1إسنادٍ قصوري مثالي

إحداها المركبة الناتجة من حركة : ، يتكون تسارع الجسم الملامس لسطح الأرض من عدة مركباتولذا
. نتمي إليها الأرض، ومركبة أخرى من تسارع الشمس، وثالثة من دوران الأرض حول الشمسالمجرة التي ت

إن حساب قيمة تسارع سطح الأرض يتطلب تخيلَ مركز شمسنا لا . وهذه الأخيرة هي الأكبر بين المذكورة أعلاه
س دورةً واحدةً كل سنادٍ قصوري، فيدور متجه موضع الأرض حول الشمإيتسارع، إذ نعتبره نقطة أصلٍ لإطار 

  ولذا، فسرعته الزاوية . 2.7 شكلعام، 

ω
π
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ωES   = 1.99×10-7 [ rad./s ] 

إذا افترضنا أن السرعة الزاوية لدوران الأرض .  لدوران الأرض حول الشمسESحيث يشير الرمزان السفْليان 
  هليلجيٍ حول الشمس يساوي التسارع العمودي فقطإ مسارٍ حول الشمس ثابتة، فإن تسارعها أثناء حركتها في

a ES= ρω 2 = 1.49×1011 [m] ×1.99 ×10-7 [rad./s] 

a = 5.9 × 10-3 [ m/s2 ] 
لذا، من السهولة بمكان .  من تسارع الجاذبية الأرضية0.06 %أو كنسبة 

اء الحركة شطب هذا التسـارع من حسـابات أغلب المسائل الهندسية أثن
من جهة أخرى، عند حل بعض المسائل . على سطح الأرض أو قريباً منها

 أخرى من إفلاتالمتعلقة بالفضاء، كدورانِ مركبة فضائية حول الشمس، أو 
مجال جاذبيتها، حيث يتطلب الأمر دقةً أكبر من ذي قبل، من الضروري 

  .حساب هذه التسارعات وعدم إلغائها
  

  2.7شكل 

وحتى نأخذ فكرةً جليةً عن استقرار جسيم ما على سطح الأرض، مع دورانها حول نفسها وحول   
 مع مركز الأرض، وآخرO1 سنادٍ أحدهما ثابتٌ ، تَتَطابقُ نقطةُ أصله إالشمس، من الضروري اختيار إطاري 

حركة إطار الإسناد المتحرك . 3.7شكل   مع موقع الجسيم على سطح الأرض،Oمتحرك، تتطابق نقطة أصله 
  .، وذات سرعة زاوية ثابتةٍ مقدراها دورةً واحدةً يومياً)حركة الأرض حول محورها(دورانيةً منتظمةً 

  

  

  . الكونإطار الإسناد القصوري المثالي هو الإطار الذي يتطابق مركزه مع مركز  1

r 

 الشمس

 الأرض
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وإذا كان الجسيم ملامساً لسطح الأرض ولا . 2 لدوران الأرض حول محورهاEE حيث يشير الرمزان السفليان
ولذلك ، فكل من مركبتي التسارع النِّسبية والكوريوليسية . vr  = 0يفارقه، فإن سرجهته النسبية تساوي الصفر، 

   تكتب بالشكل التالي 1.7والمعادلة . ar = acor = 0تساويان الصفر 
matr   = F 2.7 

إن استقرار الجسيم المعين يعني عملياً أنه .  تمثل المعادلة الاتجاهية لاستقرار الجسيم على سطح الأرضالتي
وهذا سر بقاء المركبة المكتسبة . ملازم لموقع محددٍ على سطح الأرض، لا يفارقه، ويدور مع الأرض وبها
تجاهياً كحاصل الضرب إلتي تُحسب للتسارع الناتجة من دوران الأرض حول محورها ضمن معادلة الاستقرار ا

  تجاهي المضاعفالإ
atr =  ω × ( ω × r ) 3.7 

حيث يتحدد تموضع الجسيم بالنسبة إلى مركز الأرض بالمتَّجِه 
r ،r = Rer ٍوتعرف السرجهة الزاوية لدوران الأرض كمتَّجِه ،

، 3.7 شكل، NS،   ω =  ωkمنطبقٍ على المحور جنوب شمال 
حة القطبية أو بدلالة الواهِيات الاتِّجدer و eϕ  

ω  = ω cosϕ eϕ  +  ω sin ϕ  er 4.7 
 الزاوية التي تحدد خط العرض المركزي ϕحيث 

Geocentric Latitude للموقع O على سطح الأرض، بينما 
 Geographic فتحدد خط العرض الجغرافي φالزاوية 

Latitude لنفس الموقع O .زاوية وإذا استبدلنا السرجهة الω ،
، فإن التسارع 4.7 بقيمتها من المعادلة 3.7في المعادلة 

  المكتسب يصبح 

N

O1S x1

z1
x

β 

F=mg

Ftr,in

mg’ = Fr

= φ 
ϕ

ab

c Oz

y

خط العرض الجغرافي  
geographic latitude

خط العرض المركزي  
geocentric latitude

eϕer

الجاذبية
الحقيقية

ω
k

N

O1S x1

z1
x

β 

F=mg

Ftr,in

mg’ = Fr

= φ 
ϕ

ab

c Oz

y

خط العرض الجغرافي  
geographic latitude

خط العرض المركزي  
geocentric latitude

eϕer

الجاذبية
الحقيقية

ω
k

  

3.7 شكل

atr =  ω×( ω × r) = R ω2 { sin ϕ  cos ϕ eϕ  - cos2 ϕ er } 5.7 
قوة جذب الأرض للجسيم، اتجاهها نحو : القوى المؤثرة على الجسيم الملامس لسطح الأرض هي قوتان

  مركز الأرض 
Fr  = m g’  =  -  mg’ er 1.6.7 

  
  
 لدوران الأرض حول محورها دورةً واحدةً في أطر إسنادٍ قصورية، بالنسـبة إلى المجرة اللازمةتدعى الفترة الزمنية   2

.  ثانية86164 ثواني؛ أي 4 دقيقة و56 ساعة و23، وهي تسـاوي Sidereal  Dayالتي تنتمي لها باليوم الفلكي 
 ساعةً لنقطةٍ على 24 ثانية فقط؛ أي 56 دقائق و3 فهو أطول قليلاً، إذ يلزم أيضاً Solar  Dayأما اليوم الشمسي 

 .الأرض لكي تعود إلى نفس الموضع نسبةً إلى الشمس
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رد فعل الأرض على الجسيم، اتجاهها شاقولياً للأعلى، وهي مساوية في المقدار ومضادة في الاتجاه لقوة ) قوة(و
  الوزن 

N  = m g  =  mg cos β er + mg sin β eϕ 2.6.7 
المتَّجِه الرئيسي .  الزاوية التي تحدد انحراف متَّجِه موضع الجسيم عن الخط الشاقولي في ذلك الموقعβحيث 

  للقوى المؤثرة على الجسيم الملامس لسطح الأرض 
F  =   N + Fr   =  -  mg’ er  + mg cos β er + mg sin β eϕ 7.7 

، 7.7 من المعادلة F، واستبدال المتجه الرئيسي للقوى 5.7، من المعادلة atrتسارع المكتسب وباستبدال متجه ال
   إلى الشكل التالي 2.7تؤول المعادلة 

m Rω2{sinϕ cosϕ eϕ - cos2 ϕ er }  = - mg’er +  mgcosβer + mg sin β eϕ      8.7 
  والمكافئة للمعادلتين القياسيتين

m R ω2 sinϕ cosϕ   =  mg sin β 1.8.7 
- m Rω2  cos2 ϕ       = - mg’ +  mgcosβ 2.8.7 

  βنحسب من المعادلة الأولى الزاوية 

β
ω ϕ

=











arc

R
g

sin
sin2 2

2
 

β β
ω

ϕmax sin . [ ]= =











==45

2

2
01o arc

R
g

o  

      وباستبدال. ϕ =o45 3أي أن أقصى انحرافٍ للجسم المتحرك يبلغه عندما تكون زاوية الخطِّ الجغرافي 
cosβmax  = 1معادلة، وقسمة طرفي المعادلة المذكورة على الكمية القياسية  في الm نجد قيمة الانحراف ،

  في التسارع الأرضي) التفاوت(
∆g  = g  -  g’ = R ω2  cos2 ϕ 9.7 

  هذا الانحراف يبلغُ أقصى قيمةٍ له عندما تكون الزاوية. ϕالتي تعتمد على زاوية خط العرض ممثلةً في الزاوية 
ϕ  = 0ند خط الاستواء ؛ أي ع  

∆g|
max

  = g  -  g’ = R ω2   

∆g|
max

 = 637×104 [m] × { 7.29 ×10-5 [rad./s]}2  = 0.0338 [m/s2]  1.9.7 

  . من تسارع الجاذبية الأرضية0.345%أو كنسبة 
  

  . فقط دونما ذكرٍ لنوعهLatitudeمن الآن فصاعد نذكر خط العرض    3
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  The  Projectiles Displacement نحراف المقذوفات ا3.7
القوة الوحيدة المؤثرة على المقذوفة عند حركتها بالقرب من سطح الأرض هي قوة جذب الأرض لها    

Fr = m g’ . وإذا أضفنا إليها قوة القصور المكتسبةFtr,in القوتين الناتجة من دوران الأرض حول محورها، فإن 
، وانظر أيضاً متوازي الأضلاع 4.7 شكل، mg ،mg = mg’ + Ftr,inالمذكورتين تُشكلان معاً قوة الوزن 

abcO ،وباستبدال . 3.7 شكلF = m g  ًوأيضا Fcor,in = 2 m ω× vr 96.2انظر المعادلة  (1.7 في المعادلة (
  يكون 

m ar   =  m g  -  2 m ω× vr 

      4.7 شكل  

ϕ
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S
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P
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   من الطرفين mوباختصار الكتلة 
ar   =   g  -  2 ω × vr  10.7 

 في بعض 10.7وتُعرف المعادلة . التي تمثل المعادلة الاتجاهية التفاضلية لحركة الجسيم على سطح الأرض
  لحلها نعتمد المتجهات . Ballistic Equationالمراجع والديناميكا الفضائية بالأخص بالمعادلة الباليستية 

kj i z+  y +xr
&&&&&&=a                    

g = - g j 
k+ j + iv zy xr

&&&=  
 ω  =  ω cos ϕ i +   ω sin ϕ j  

وبتعويض المعادلات الثلاث في . φ = ϕ + β، إذ أن βmax ≅ 0حيث تكون المعادلات الأخيرة صحيحةً فقط للقيم 
    10.7المعادلة 

z
0

y
sin

x
cosω2 g-zyx

&&&

&&&&&&

kji
jk+  j+  i ϕϕ−=  11.7 

  أو ثلاث معادلات قياسية بدلالة مركبات التسارع النسبي 
ϕ−= sinzω2x &&&  

ϕ+−= coszω2gy &&&   12.7 

)cosysinx(2z ϕ−ϕω= &&&&  
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 ثلاث معادلات قياسية لمركبات السرعة  ) 12.7معادلات (والتي يعطي تكاملها 

1Csinzω2x +ϕ−=&  

2Ccoszω2tgy +ϕ+−=&   13.7 

3C)cosysinx(ω2z +ϕ−ϕ=&  
معادلات التسارع والسرعة العامة للمقذوفة بالقرب من سطح  الواردة أعلاه هي 13.7 و 12.7المعادلات 

في حركة المقذوفة، نتيجة لدوران ) الانحراف(إن تحديد قيمة الإزاحة . الأرض وتحت تأثير قوة الجاذبية فقط
 للشروط الحدية z و x ، yالأرض حول نفسها، يتطلب حل هذه المعادلات بدلالة الإحداثيات الديكارتية المتحركة 

boundary conditionsإذا افترضنا أن المقذوفة انطلقت في اللحظة الابتدائية :  التاليةt = to = 0 من النقطة O 
  4.7 شكل، vo، بسرجهةٍ ابتدائية ro = 0على سطح الأرض 

t = to = 0   ⇒  ro = 0   &   k+ j+ iv oooo zyx &&&=  14.7 

   أن الثوابت الثلاثة الأولى تتحدد كما يلي ، يبين13.7فإن تعويض هذه الشروط في المعادلة 

o3o2o1 zC,yC,xC &&& ===  

   إلى الشكل الجديد 13.7وتبعاً لذلك ، تؤول معادلات السرعة 
ϕ−=  sinzω2xx o

&&  

ϕ+−=  cos z ω 2 tgyy o
&&   15.7 

)cosy sinx(ω2zz o ϕ−ϕ+= &&  

 نحصل على مركبة 15.7 بقيمهما من معادلات 12.7الواردتين في المعادلة الثالثة من معادلات &yو&xوباستبدال 
   kالتسارع في الاتجاه 

}cos ) cos z ω 2tgy ( sin ) sin z ω 2x{(ω2= z oo ϕϕ+−−ϕϕ− &&&&  

ϕω+ω−ϕω−ϕω cost g2z4cosy2sinx2= z 2
oo

&&&&  16.7 

، إذ &oz و&ox& ،oyبتدائية صغير جداً بالنسبة إلى مركبات السرعة الاω2وفي حالات كثيرة يعتبر المقدار 
   zوبإجراء التكامل المتتالي مرتين نحصل على مركبتي السرجهة والإحداثي . يمكن إلغائه بسهولة

4
2

oo Ccostgωcostyω2sin tx ω2= z +ϕ+ϕ−ϕ &&&  17.7  

54

3
2

o
2

o CtCcos3
tgωcostyωsintxω= z ++ϕ+ϕ−ϕ &&  18.7  

  ، في المعادلتين الأخيرتين ينتج أن 14.7تعويض الشروط الحدية أن كما 
o4 zC &=   ,  C5 = 0 

   تصبح 18.7والمعادلة الأخيرة 
tz}cosysinx{tωcos3

tgω= z ooo
2

3
&&& +ϕ−ϕ+ϕ  19.7 
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 ولإيجاد مقدار الانحراف .التي تبين مقدار الانحراف الشـرقي للمقذوفة عند حركتها بالقرب من سطح الأرض
 ، فنكتب 19.7 بقيمتها من المعادلة 15.7 الواردة في المعادلات z نستبدل y و xفي الاتجاهين الآخرين 

ϕ−= sintzω2xx oo
&&&   20.7 

ϕ+−= costzω2tgyy oo
&&&   21.7 

  يعطي الإزاحتين، الشمالية الموازية لخط الزوال 21.7 و 20.7تكامل المعادلتين 

6
2

oo Csintzωtxx +ϕ−= &&   22.7 
  والعمودية 

7
2

o

2

o Ccostzω2
tgtyy +ϕ+−= &&   23.7 

، ولينتج أخيراً أن C6 = C7 = 0 نجد أن 23.7 و 22.7وبأخذ الشروط الحدية مرةً أخرى بالحسبان للمعادلتين 
 مقدار الإزاحتين ، الموازية لخط الزوال والعمودية 

ϕ−= sintzωtxx 2
oo

&&   24.7 

ϕ+−= costzω2
tgtyy 2

o

2

o
&&   25.7 

 The General Equations of تدعى بمعادلات الحركة العامة 19.7 و 25.7، 24.7هذه المعادلات 

Motionإن مقارنة أولية بين المعادلات .  للمقذوفة بالقرب من سطح الأرض تحت تأثير قوة الجاذبية فقط
ر إسناد قصوري وتحت نفس الشروط المذكورة أعلاه وبين معادلات حركة المقذوفة المنطلقة من مركز إطا

وتبلغ . الابتدائية، لتبين أن هناك انحرافاً ما في الإحداثيات يعتمد على سرعة دوران الأرض وزاوية خط العرض
 قيمته للإحداثيات الثلاثة 

ϕ−= sintzωΔx 2
o

&  26.7 
ϕ= costzωΔy 2

o
&  27.7 

}cosysinx{tωcos3
tgω= Δz oo

2
3

ϕ−ϕ+ϕ &&  28.7 

 وحيثما يكن زمن الحركة كبيراً، كانسياب الأنهار وحركة 24.7 - 28.7 و 19.7المعادلات بهذه النتائج، 
الرياح، تفسر ظواهر تآكل الشواطئ اليمنى للأنهار الجارية في النصف الشمالي للأرض، وانحراف التيارات 

ت فسينحرف مسارها بوضوح  العابرة للقارا-أما الصواريخ البعيدة المدى . البحرية والرياح ذات الاتجاه الثابت
  .إذا لم يؤخذ دوران الأرض بالحسبان
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 نحراف الجسيم الساقط رأسياً نتيجة دوران الأرض حول محورها  ا4.7

نثبت إطار .  فوق سطح الأرضH، سقط بدون سرعة ابتدائية من ارتفاعٍ m، كتلته نفترض أن جسيماً
 في النقطة الواقعة على سطح Oxyzار المتحرك  في مركز الأرض، والإطO1x1y1z1الإسـناد القصوري 

. 4.7شكل ، Po من الموقع الابتدائي للجسيم الساقط Plumb Lineالأرض، والناتجة من إسقاط خط شاقولي 
 Oy، وباتجاه الشمال، ونرسم المحور Meridian Line منطبقاً على مماس منحنى خط الزوال Oxنرسم المحور 

  .5.7 شكل فهو عمودي على المحورين السابقين وباتجاه الشرق، Ozالمحور  للأعلى، أما Oشاقولياً من 

تتحدد حركة الجسيم السـاقط نحو الأرض بالمعادلة الأساسية 
سـنعتبر وزن هذا الجسيم ثابتاً، وكذلك . 1.7لحركته النسبيـة، معادلـة 

تسـارع الجاذبيـة الأرضية، ونهمل تأثير مقاومة الهواء للجسيم أثناء 
 التدريجي، يتطلب إلغاء تأثير قوة كوريوليس 1.7إن حلّ المعادلة . الحركة

مما يسهل . Ftr, in = Fcor, in = 0القصورية وقوة التسارع المكتسب، أي أن 
  حل المعادلة الناتجة

ar = - g j  29.7 

 أو ثلاث معادلاتٍ قياسية

0z,gy,0x =−== &&&&&&   1.29.7 

  ة وذلك للشروط الحدية الجديد
t = t0   = 0 ⇒  vo = 0  , r = ro = H j  30.7 

  مرتين يبين أن مركبات الإزاحة1.29.7تكامل المعادلات 

zmax

H

Fcor,in

mg
z

x

yPo 

P

O

  
  5.7 شكل

  
x  =  0  
y H g t

= −
2

2
 31.7 

z  =   0 
  نحصل على معادلات ذات تقريب ثاني12.7 ومشتقاته في المعادلات 31.7إذا عوضنا الحل التقريبي الأول 

tcostgω2z
gy

0x

ϕ=
−=

=

&&

&&

&&

   32.7 

 بإجراء التكامل مرتين على المعادلة الأخيرة Hتتحدد قيمة الانحراف الشرقي للجسيم الساقط من الارتفاع 
 ، لنجد أن 32.7من معادلات 

8
2 Ctcosgωz +ϕ=&  

z g t C t C= + +ω ϕ
3

8 93
cos  
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 ، يتلاشى الثابتان 30.7وبتعويض الشروط الحدية 
C8  = C9  = 0 

 لانحراف الشرقي يبلغ وا

z g t
= ω ϕ

3

3
cos  33.7 

 الواردة بقيمتها من المعادلة tفنستبدل . H - yمن جهة أخرى، يتحدد الانحراف الشرقي كدالة فرق ارتفاع 
 31.7الثانية من معادلات 

t
H y

g
=

−2( )
 34.7 

  فنحصل على المعادلة 

z
g H y

g
=

−







ω
ϕ

3
2

3
2( )

cos  35.7 

، Semicubical Parabolaنصف التكعيبي ) المكافئ(دلة مطابقة لمعادلة القطع المخروطي هذه المعا
وهي تحدد مقدار الانحراف الشرقي للجسيم أثناء سقوطه الحر بدلالة الارتفاع الذي فقده، وزاوية خط العرض 

 سقوطه على الأرض وتبعاً لذلك ، يتحدد أقصى انحرافٍ يبلغه الجسيم من. بالإضافة إلى سرعة دوران الأرض
  y  =  0لحظة ارتطامهِ بسطحها، وعندئذ تكون 

z
H H

gmax cos=
2

3
2ω

ϕ   36.7 

نلاحظ أن مقدار انحراف الجسيم الساقط الأقصى نحو الشرق صغير جداً لتناسبه الطردي مع السرعة 
فوق مدينة القدس،  متر من H = 100فعلى سبيل المثال، إذا سقط جسيم من ارتفاع . الزاوية لدوران الأرض

، فإن أقصى انحرافٍ للشرق يبلغه هذا 2ثانية/ مترg = 9.8 وتسارع الجاذبية ‘ϕ = 31 o 45زاوية خط العرض 
 .  سنتيمترا1.87ً سيكون 36.7الجسيم، وحسب المعادلة 
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البــــاب 
   الثــامن

  

  

  

  

  

  

  
  

   ديناميكا النظام والجسم الجاسئ
 DYNAMICS OF A SYSTEM AND RIGID BODY 

   مقدمة في ديناميكا النظام والجسم الجاسئ والقوى المؤثرة عليه 81.
ثنين أو أكثر من الأشياء المتفاعلة عادةً بعضها مع بعض كالنظام الشمسي، أو االنظام هو فئةٌ مكونةٌ من 

اعتبر فئةً ...... ومن المفيد على حدٍ سواء، دراسة الأنظمة بصورةٍ عامةٍ . مجموعةٍ الأجزاء المكونة لجسمٍ صلب
أو حركة كلّ جسيمٍ فيها على مواضع /من الجسيمات المتفاعلة، أي عددٍ من الجسيمات، والتي يعتمد موضع و

  .لميكانيكيأو حركات جميع الجسيمات الأخرى، عندئذ ندعوها بالنظام ا/و

من جهة أخرى؛ تدعى مجموعة الجسيمات المادية، ذات العدد الثابت، والمحددة أبعادها بشكلٍ دقيق 
كما تدعى الجسيمات المرتبة بانتظامٍ في الفراغ، وذات عددٍ . Discrete  Systemبالنظام المتميز أو المتقطع 

وقد يشكِّل النظام المتميز جسماً . Continuous  Systemغير محدد، لا نهائي وأبعادها متغيرةً بالنظام المتصل 
، أو تتغير أبعاده تحت تأثير القوى ئمادياً، لا تتغير أبعاده تحت تأثير القوى أياً كانت، ويسمى حينئذٍ بالجسم الجاس

وعة والنظام الجاسئ هو النظام المكون من مجم. Nonrigid  Bodyويتشوه ميكانيكياً ليدعى بالجسم غير الجاسئ 
ولذلك؛ تعتبر . أجسامٍ جاسئة، كما أن النظام غير الجاسئ هو النظام المكون من مجموعة أجسامٍ غير جاسئة

  .الماكنات على اختلافها والسيارات والطائرات والصواريخ والمركبات الفضائية أجساماً جاسئة
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لمكونة له إلى قوى داخلية يمكن تقسيم القوى المؤثرة على نظامٍ ما أثناء حركته، أو حركة الجسيمات ا
أو أجسام لا تدخل في تكوين النظام /فالقوى التي تؤثر بها جسيمات و. وقوى خارجية كيفما تؤثر هذه القوى

وعلى النقيض من ذلك، . أو أجسام النظام نفسه تعتبر قوى خارجية بالنسبة لهذا النظام/ المعين، على جسيمات و
أو أجسام أخرى من نفس النظام قوى /أو أجسام من النظام على جسيمات و/ وتعتبر القوى التي تؤثر بها جسيماتٌ

ولهذا فالقوة الخارجية قوة تؤثر على النظام أو على جسيمٍ فيه من خارجه، أما القوة الداخلية فهي قوة . داخلية
؛ أن تكون نفس ومن الممكن طبعاً. ، كلاهما من داخل النظام قيد الدراسة)سـببها ومسـببها(منشؤها وفعلها 

فمثلاً قوة جذب الشمس للأرض هي قوةٌ خارجيةٌ عند دراسة حركة . القوة خارجية لنظامٍ ما وداخليةٌ لآخر
وعلى ذلك؛  يمكن . الأرض كجسمٍ مفرد، أما في النظام المكون من الشمس والأرض فإن نفس القوة تعتبر داخليةٌ

  ا إلى جزأين داخلي وخارجي  المؤثرة على نظامٍ مF)محصلة القوى(تقسيم القوة 
F  =  FIN +  FEX 

  .رموز عليا تُعرف محصلتي القوى الداخلية والقوى الخارجية على الترتيب EX و IN حيث إن

  الخواص الرئيسية للقوى الداخلية
   أو رياضياً. لكل القوى الداخلية في أي نظامٍ يساوي الصفر) المجموع الهندسي(المتَّجِه الرئيسي  -1

F F FIN IN= = =∑ ∑∑
≠

i ij

i
i j

j
i=1

n

=1

n

=1

n

0  1.8 

 على iقوة الفعل التي يؤثر بها الجسيم  Fij ، i≠j المتَّجِه الرئيسي لكل القوى الداخلية في النظامٍ، بينما FINحيث إن 
، Fij  ، Fji من النظام المعين يؤثران بعضِهما على بعض بالقوتين j و iولذلك فالجسيمان .  أو بالعكسjالجسيم 

  ولهذا فمحصلتهما تساوي صفراً . 1.8 شكلمةً والمضادتين اتجاهاً، المتكافئتين قي
Fi

IN  =  Fij   +   Fji  = 0 1.1.8  
ولأن جميع القوى الداخلية ترد في أزواج متوازنة، ومجموع أي زوجٍ من هذه القوى يساوي صفراً، فإن 

مختاران بشكلٍ اعتباطي، فإن محصلة  j و iإن الجسيمين وحيث . مجموع كلَّ هذه الأزواج يساوي صفراً أيضاً
  . صحيحة تماما1.8ًكل القوى الداخلية تؤول للصفر، أي أن المعادلة 
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أن مجموع القوى الداخلية القوتين الداخلية والخارجية، مع قانون نيوتن الثالث يستلزم فوراً،  إن تعريف
ولذلك فالرجل الذي يركب عربةً، يؤثر بقوة . ةٍ قوةٌ مساويـةٌ لها ومضادةفلكل قوةٍ داخلي. ًيجب أن يكون صفرا

إن البحث في . وزنه على العربة للأسفل، وتؤثر العربة بدورها بقوة رد الفعل، المساوية لوزن الرجل للأعلى
قوةً ) الفعلقوة رد (حركة الرجل وحده يجعل من قوة رد الفعل قوةً خارجيةً مؤثرةٍ على الرجل، بينما تعتبر 

  .داخليةً عند بحث حركة النظام المكون من الرجل والعربة
لكل القوى الداخلية في النظام حول أية نقطة ثابتة أو محور ) مجموع العزوم الهندسي(العزم الرئيسي  -2

،  مثلاQًحول نقطةٍ ما،  j و iورياضياً؛ يكون عزم القوتين الداخليتين بين الجسيمين . ثابت يساوي صفراً
  مساوياً للصفر

MQi  = h h ( )
=1

n

=1

n

ij

i

i ij ij ji

i
i   
j 

i   
j ≠ ≠

∑ ∑= + =F F FIN 0  2.8 

وبالتالي فعزمهما . 1.1.8 ومعادلة 1.8 شكل، Fji  = - Fij نومتضادتاوذلك لأن القوتين الداخليتين متساويتان 
 جسيمان مختاران بشكلٍ اعتباطي من جسيمات النظام، فإن عزم أي قوتي j  وiولأن . حول أية نقطةٍ يتلاشى

إذ إن عزم أية قوةٍ . ، ولأي جسيمين من جسيمات النظام حول النقطة نفسها يساوي صفراFjiً و Fijتفاعل 
وبالتالي فمجموع عزوم . حول نقطةٍ ما يتلاشـى لوجود عزم قوةٍ أخرى مساوٍ ومضاد حول النقطة نفسها

  .يحةٌ أيضاً صح2.8أي أن معادلة . جميع القوى الداخلية في النظام حول النقطة نفسها يساوي صفراً

غير أنه، لا ينتج من الخاصتين المذكورتين أعلاه، أن القوى الداخلية التي توازن بعضها بعضاً لا تؤثر 
بل تؤثر هذه القوى على جسيمات مادية مختلفة، يمكن أن تُسبب إزاحاتٍ متبادلةً لأذرعِ . على حركة أجزاء النظام

  . توازنة التأثير عندما يكون النظام قيد الدراسة جسماً جاسئاًوتكون القوى الداخلية م. وأجسامِ النظامِ نفسه
من ناحية أخرى؛ تُستغل بديهيات القيود عند بحث حركة النظام المقيد، بحيث يدرس النظام المعين وكأنه 

تأثير وعليه يؤول النظام المقيد الحركة إلى نظام حر تحت . تحرر من القيد، واستُبدِل تأثير القيد بقوة رد فعله
  .  القوى وردود الأفعال

   هندسة الكتل، الكتلة الكلية، مركز الكتلة 2.8
اعتبر . تعتمد حركة نظامٍ ما على كتلته الكلية، وتوزيع كتله المكونة له، علاوةً على القوى المؤثرة عليه

، ومتَّجِه m1 كتلته 1م دعنا نميزها، الجسي. فئةً من الجسيمات المتفاعلة، أي عدد من الجسيمات المكونة لنظام ما
ونُسم الكتلة الكلية . ، وهلُّم جرا؛ كما نُسم متغيرات الجسيمات الأخرى بنفس الطريقةv1، وسرجهته r1موضعه 

  Mللنظام 

M = m i
i =1

n

∑  = m1 + m2 + .......... +mn 3.8 

، فإن الخاصية الهامة الأخرى Mفة إلى بالإضا. والتي تسـاوي المجموع الجبري لكتل جميع جسـيمات النظام
  هي مركز كتلة النظام الذي يعرف بالعلاقة الاتجاهية
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M mcr r= ∑ i i
i =1

n

  ⇒   r rc
m
M

= ∑ i
i

i =1

n

  4.8 

mحيث يعرف المقدار i ir
i =1

n

.  بالعزم الاستاتيكي لائتلاف كتـل كل جسيـمـات النظام ومتَّجِهات مواضعها∑

لكلّ   ri لمتجهات الموضع المفردة  Weighted  Average هو المتوسط الموزون rcه موضع مركز الكتلة ومتَّجِ
mكتل النظام، بينما معاملات المتوسط الموزون هي 

M
i ، i =1,2,3,.....,n  ومجموعها الجبري يساوي الوحدة ،

m
M

i

i

=∑ 1
=1

n

وليس من . مركز الكتلة بأنه الموضع المتوسط لكل الكتلة في النظاموعلى ذلك؛ يمكن وصف . 

الضروري بصورةٍ عامةٍ، أن يقع مركز كتلة النظام بأكمله عند أية نقطة في النظام، أو حتى يكون منطبقاً على 
  . مركز إحدى كتله

 فمركز كتلة قضيبٍ منتظمٍ .4.8ونســتطيع أحياناً أن نُخَمن بدقة مركز الكتلة دون اللجوء إلى المعادلة 
أما بالنسبة للأنظمة .  والمخروط وكل الأجسام المنتظمةوالأسطوانةمثلاً، يقع عند مركزه الهندسي، وكذلك الكرة 

إذا عرِفَ مركز كتلة كل جزء من أجزاء : الآتيةالمركبة، فإحدى النتائج المفيدة، التي نذكرها دون برهان هي 
 مركز كتلة النظام برمتِه باعتبار أن كتلة كل جزءٍ تقع عند مركز كتلة ذلك الجزء، نظام مركب، فإنه يمكن حساب

إن ذلك يتطلب .  أو المعادلات القياســية الثلاث المنبثقة عنها4.8 الاتجاهيةوذلك بالتطبيق المباشـر للمعادلة 
كتلة النظام المكون من الأرض والقمر ولذلك ؛ فمركز . معرفة كتلة كل جزءٍ ومتَّجِه موضعه والكتلة الكلية للنظام

  .1 كيلو متراً من مركز الأرض4670على سـبيل المثال، يقع على بعد 

ومع أنه من الممكن أن يكون مركز الكتلة . وعندما يتحرك نظام جسيمات ما يتحرك مركز كتلته أيضاً
فمفاضلة المعادلة . ولها سرجهةٌ محددةٌ أيضاًنقطة في المكان لا ارتباط لها بأية مادة، إلا أنها نقطةً محددةً تماماً 

   يعطينا صيغةً لسرجهة مركز الكتلة4.8الأخيرة 
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وبالمثل؛ فإن . ومن الواضح أن سرجهة مركز الكتلة هي المتوسط الموزون لسرجهات الجسيمات المفردة
  الجسيمات المفردة يساوي تسارع مركز الكتلة المتوسط الموزون لتسارعات 
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_________________________________  

 عن كتلة الأرض جدول المعلومات الفلكية وبالتحديد حركة الجسيم تحت تأثير القوة المركزية: الباب السادسانظر   1
  .والقمر وباقي الكواكب
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 النظام يعتمد على توزيع الكتل وأبـعادهـا فقط داخل النظام، وأن القوى ومن هنا يتضح أن موضع مركز كتلة
إن مركز كتلة النظام . المؤثرة على النظام ســواء الداخلية أم الخارجية، لا تؤثر بتاتاً على موضع مركز كتلة النظام

ظام، وهذا الأخير يمثل  النCenter   of  Gravity لا ينطبق بالضرورة على مركز ثقل ئأو حتى الجسـم الجاسـ
  .وقوى القصور أثناء الدوران حول الأرض) الوزن(نقطة تمر خلالها محصلة قوى الجاذبية الأرضية 

  General  Laws  of   Motion القوانين العامة لحركة النظام 3.8
   المعادلة التفاضلية لحركة النظام1.3.8

، 2،  1 نفترض نظاماً ذا فئةٍ معينةٍ من الجسيمات المادية       
، ومتَّجِهـات   m1  ،m2  ،m3....mn، وكتلهـا    n، عددها    ...3

، مقاسةً من مركز الإحـداثيات       r1  ،r2   ، r3.....  ،rnمواضعها  
.  من هذه الفئة  iندرس حركة الجسيم    . 2.8 شكل ،   Oxyzالثابتة  

 ومجموعة القـوى الداخليـة مـن       Fi تُؤثر عليه القوة الخارجية   

Fijرىالجسيمات الأخ

i
j
j
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n

≠

∑ .  

   نكتب معادلة حركتهiمن قانون نيوتن الثاني لحركة هذا الجسيم 
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 2.8 شكل

m ai = Fi + Fij

i
j
j

=1

n

≠

∑           i, j= 1,2,3, ......,n , j≠i  7.8 

   لكل جسيمات النظام 7.8كما يمكن كتابة هذه المعادلة الاتجاهية 

m a1 = F1 + F1
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j
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. . . .        . . . . . .    . . . . .  
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  ية التفاضلية لحركة النظام بطريقة المجاميع الاتجاه) المعادلات( والتي بجمعها حداً حداً نحصل على المعادلة 
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، انطلاقاً من الخاصية الأولى للقوى 8.8حيث تتلاشى محصلة مجاميع القوى الداخلية الناتج من المعادلات 
 على 9.8 أو حتى المعادلات 8.8 و 7.8ويمكن إسقاط مجموعة المعادلات السابقة . 1.8الداخلية، معادلة 

حاور الديكارتية المتعامدة الثلاث، أو أية مجموعة محاور ثلاثية أخرى لنحصل على ثلاثة أضعاف عددها من الم
حركة كل جسيمٍ من جسيماته ) أو قانون(إن المسألة الأساسية في ديناميكا النظام هي تحديد معادلة . المعادلات

لكن، وبالأخذ بعين .  كداولٍ زمنيةziٍ و xi  ،yiات أي بمعنى آخر إيجاد الإحداثي. عند معرفة القوى المؤثرة عليه
الاعتبار أن القوى الداخلية المؤثرة على جســيمات النظام تكون في حالات كثيرة غير معروفةٍ، وأن عدد 

 من المعادلات التفاضلية الناتجة من إسقاط أيٍ من المعادلات السابقة 3nالجسيمات بالعادة يكون كبيراً، فإن حل 
 معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية كمعادلات المساقط الناتجة من 3nفحل . ديم الجدوى وغير منطقييصبح ع

 من الثوابت التكاملية والتي تتحدد مقاديرها من 6n يدفعنا للبحث عن ضعف هذا العدد، أي 9.8معادلات 
 خصائص حركة النظام بشكل ويستعاض عن هذا النمط من المعادلات بمعرفة بعض. الشروط الابتدائية للحركة

كما أن بالإمكان إيجاد خصائص حركة النظام من . عام، وليس حركة كل جسيم من جسيماته بشكل خاص
 القوانين، -ومن أهم هذه المعادلات. 7.8القوانين العامة لديناميكا النظام، والتي تعتبر بالأساس نتاجاً للمعادلة 

زخَم النظام وقوانين الزخَم الزاوي للنظام، وأخيراً قانون تغير طاقة معادلة حركة مركز كتلة النظام وقوانين 
  .حركة النظام والتي سنوردها بقليل من التوسع تباعاً مع بعض التطبيقات

    حركة مركز كتلة النظام84.

  حركة مركز كتلة النظام معادلة 8.41.
لى كل جسيمٍ فيه مجموعة القوى  جسيم مادي، والذي تؤثر عnسندرس حركة النظام المكون من 

وباستبدال مجموع للقوى الخارجية المؤثرة على النظام . 2.8شكل ، 1.8الخارجية والداخلية كما ذكر في البند 

F، Fبمحصلتها  Fi =∑
i =1

n

m، و M ci ia a
i =1

n

∑    بالشكل المقتضب التالي9.8، فإننا نستطيع كتابة المعادلة =

M ac =  F 10.8  
، وتؤثر عليه قوى M تشـبه في صورتها الظاهرية حركة الجسيم المادي المفرد الذي كتلته 10.8 ه المعادلةهذ

يتحرك : وعلى هذا الأساس يمكن صياغة معادلة حركة مركز كتلة النظام كالأتي. ac ويتحرك بتسارعٍ Fتكافئ 
جسيماته، وتؤثر عليه قوة تكافئ مركز كتل النظام كجسيم مادي، كتلته تساوي المجموع الجبري لكتل كل 

كما يمكن تسمية نفس المعادلة بقانون نيوتن الثاني للنظام . المتجه الرئيسي لكل القوى الخارجية المؤثرة عليه
المتجه الرئيسي لكل القوى الخارجية المؤثرة على النظام يساوي حاصل ضرب الكتلة الكلية في تسارع : ككل 

يتحرك مركز الكتلة كما لو أن : بير عن هذه النتيجة الطريفة في بساطتها بصورةٍ أخرىويمكننا التع. مركز الكتلة
 تكافئ 10.8والمعادلة نفسها . كل كتلة النظام قد تركزت هناك، وكما لو أن جميع القوى قد أثرت هناك أيضاً

  ثلاث معادلات قياسية 
 M acx =  Fx  , M acy =  Fy  ,  M acz =  Fz 1.10.8  
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وتكمن أهمية .  تسمى بالمعادلات التفاضلية لحركة مركز كتلة النظام على محاور الإحداثيات الديكارتيةوالتي
 يعطي -1: ، أو حتى أي معادلات أخرى بما يلي1.10.8 أو 10.8معادلة حركة مركز كتلة النظام، معادلات 

 لا داعي لمعرفة القوى الداخلية - 2القانون المذكور أسساً واضحةً ومحددةً لطرق دراسة ديناميكا النظام 
  .المجهولة أصلاً، المؤثرة على جسيمات النظام

   قانون حفظ حركة مركز كتلة النظام 2.4.8
إذا أثرت على النظام، مجموعة القوى الخارجية، مجموعها الهندسي أثناء الحركة يساوي 

Fiصفراً =∑ 0
i =1

n

   تصبح 10.8، فإن المعادلة 2.8 شكل ، 

M ac =  0       ⇒   vc = const. 11.8  
إذا كان المجموع الهندسي لكل القوى الخارجية المؤثرة على : وهذه تمثل قانون حفظ حركة مركز كتلة النظام

نظام ما مساوياً للصفر، فإن مركز كتلة هذا النظام يتحرك حركةً منتظمةً وفي خطٍ مستقيم، أي يتحرك مركز 
. وبشكلٍ خاص؛ إذا كان مركز الكتلة في البداية ساكناً، فإنه يظل كذلك.  واتجاهاًالكتلة بسرجهة ثابتة مقداراً

  . ن تُغير حركة مركز كتلة النظامأوكما هو ملاحظ لا يمكن للقوى الداخلية 

من جهة أخرى، إذا كان المجموع الهندسي للقوى الخارجية المؤثرة على النظام لا يسـاوي صفراً، لكن 
 على المحور المذكور يأخذ 11.8 مثلا، يساوي صفراً، فإن مسقط المعادلة Ox ما، مسـقطها على محورٍ

  الصورة 
M acx =  0       ⇒   vcx = const. 1.11.8  

أي إذا كان مسقط المتجه الرئيسي للقوى الخارجية المؤثرة على نظام ما على أحد المحاور مساويـاً للصفر، 
لى المحور المذكور يكون مقداراً ثابتاً، أي أن مركز كتلة النظام فإن مسقط سرعـة مركز كتلة النظام ع
كانت سرعة مركز كتلة النظام على محورٍ  وفي حالاتٍ خاصة ، إذا. سيتحرك حركةً مـنتظمةً على هذا المحور

ذلك ، فإن مركز كتلة النظام سيبقى ساكناً بالنسبة إلى vcxo= 0 مثلاً، في اللحظة الابتدائية صفراً، Oxما، 
  . المحور

  زخم النظام  5.8
  التي تساوي المجموع الهندسي لزِخَامِ كل جسيماته المكونة له  Kيعرف زخم النظام بالكمية المتجهة 

K  =  
i =1

n

∑  Ki   =
i =1

n

∑ mi vi  12.8 

   بحيث تصبح 12.8،  يمكن استبدال المجموع الأخير في المعادلة 2.5.8وبناء على المعادلة 
K =  M  vc 13.8 

وهو كميةٌ متجهةٌ يكون  .vc في سرجهة مركزها Mزخم النظام يساوي حاصل ضرب كتلته الكلية أي أن 
  . اتجاهها بنفس اتجاه سرجهة مركز الكتلة
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، أنه إذا تحرك نظام الجسيمات بحيث يبقى مركز كتلته ثابتاً لا يتغير، فإن 13.8ويتضح من المعادلة 
وعلى سبيل المثال يكون زخم الجسم الدائر حول محور دورانٍ اعتباطيٍ . K=0لرئيسي يساوي صفراً زخمه ا

أما إذا كانت حركة النظام مركبةً، مستويةً مثلاً، فإن زخمه الرئيسي لا . ثابت ويمر بمركز كتلته مساوياً للصفر
الحركة الانتقالي للنظام أو الجسم  يحدد جزء الحركة الدوراني حول المحور المار بمركز الكتلة، بل جزء 

  . الجاسئ

   قانون تغير زخم النظام1.5.8
   13.8المشتقة الأولى لطرفي المعادلة 

d
dt

d M
dt

M
d
dt

c cK
= =

( )v v
   ⇒   d

dt
M c

K a=  

ه  المتج- حسب قانون نيوتن الثاني -فالطرف الأيمن هو حاصل ضرب الكتلة وتسارع مركز الكتلة الذي يساوي 
  وعلى ذلك يمكن استبدال المعادلة السابقة بالعلاقة. الرئيسي للقوى المؤثرة على النظام

d
dt
K F=  14.8 

 المشتقة الأولى لزخم النظام تساوي المتجه الرئيسي :التي تعبر عن قانون تغير الزخم للنظام بصورة تفاضلية
فإذا كان زخم . ة قانون تغير الزخم للأنظمة بطريقة أخرىكما ويمكن صياغ. للقوى الخارجية المؤثرة عليه

 14.8 بالترتيب، عندئذ بضرب طرفي المعادلة K وt ،Ko والنهائية t0=0النظام الرئيسي في اللحظتين الابتدائية 
  ، ثم إجراء التكامل المطلوب بين اللحظتين المذكورتين، نجد أنdtفي  

K  -  Ko  = F F⋅ =∫ ∫∑dt d t
t t

0 0
i

i =1

n

 

  Pلالة الدفع الرئيسي لمجموعة القوى الخارجية المؤثرة التي زود به النظام أو بد

K  -  Ko = P Pi
i =1

n

∑ =  15.8 

والذي يساوي المجموع الهندسي لدفوع القوى الخارجية المؤثرة الذي زود به النظام خلال تلك الفترة الزمنية 
 التغير في زخم النظام خلال فترة :خم للأنظمة بصورة تكاملية عن قانون تغير الز15.8وتعبر المعادلة . المحددة

زمنية محددة يساوي المجموع الهندسي لدفوع القوى الخارجية المؤثرة الذي زود به النظام خلال فتـرة 
  . 10.8 معادلةالذي زود به النظام خلال الفترة الزمنية نفسها،  Fيساوي الدفع الرئيسي للقوة وزمنية محددة، 

 14.8، أو قانون تَغّيرِ الزخَم، معادلات 10.8لنظر إلى معادلة حركة مركز كتلة النظام، معادلة إن ا
إن استخدام أي من هاتين الصورتين لتعريف حركة الجسم . ، يبين لنا صورتين مختلفتين لقانونٍ واحد15.8و

أما في الحالات .  أكثر سهولةً ويسرا10.8الجاسئ، أو حتى النظام يعطي نتائج مثلى، وإن كان استخدام المعادلة 
 السوائل والغازات أو حتى الأجسام متغيرة الكتلة، فإن استخدام - كالموائع  التي يكون فيها النظام وسطاً متصلاً

معادلة حركة مركز الكتلة يصبح عديم المعنى والجدوى، ويستخدم بدلاً منه لحل هذه المسائل قانون تغير الزخم 
  .15.8 و 14.8ادلات للنظام، مع
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  قانون حفظ زخم النظام2.5.8

وينتج عن ذلك أنه في حالة . ستجابةً للقوى الخارجية المؤثرة على النظامايتغير الزخم الكلي لنظامٍ ما 
  ، يكون زخم النظام الرئيسي ثابتا14.8ًانعدام القوى الخارجية، ووفقاً للمعادلة 

 d
dt
K

= 0   ⇒  K - Ko =  0  16.8 

  وتكمن أهمية حفظ الزخم والذي يبدو متشابهاً مع قانون نيوتن الأول لنظامٍ ما إذا اعتبرنا أجزاء النظام المفردة 

K K K K K K= = + + +∑ i
i =1

n

1 2 3 ........... n   1.16.8 

فيمكن لأي زخمٍ أن يتغير بمفرده مع الزمن؛ إلا أن مجموع هذه الزخَام يكون محفوظاً، إذا كان النظام حراً من 
يكون ثابتاً مقداراً  لاحظ أننا نتعامل مع مجموع اتجاهي، ولذلك فالزخم الرئيسي للنظام. رجيةاير أيةِ قوةٍ ختأث

  .واتجاهاً
إذا كان المتجه الرئيسي للقوى الخارجية المؤثرة على النظام أثناء حركته لا يساوي صفراً، ولكن مسقطه 

 على المحور المذكور أن 14.8 نستنتج من مسقط المعادلة  مثلاً، يساوي صفراً، فإنناOxعلى أحد المحاور، 
  مسقط زخم النظام يساوي مقداراً ثابتاً 

dk
dt

Fx
x= = 0    ⇒   

  Kx - Kxo  =  const. 2.16.8 

أي أن مركز كتلة النظام يتحرك حركةً . وعليه فسرعة مركز كتلة النظام على المحور المذكور تكون ثابتة
ويمكن الاستنتاج من قانون حفظ . اه ذلك المحور، أو يبقى ساكناً إذا كانت السرعة الابتدائية صفراًمنتظمةً باتج

ولذلك سنعرض لبعض . ، أن القوى الداخلية غير قادرةٍ على تغيير زخم النظام16.8زخم النظام، المعادلات 
  الأمثلة التطبيقية على ثبات الزخم للأنظمة

تكتسب الرصاصة لحظة إطلاقها زخماً معيناً لدفعها : قية عند إطلاقها الرصاصةظاهرة الارتداد في البند -1
وفي الوقت نفسه تكتسب البندقيةُ زخَماً آخر مساوياً للزخَمِ الأول في المقدار ومضاداً له في . خارج البندقية

  .فالاتجاه، وهذا يسبب الحركة العكسية في البندقية، أو ما يعرف بحركة الارتداد للخل
زخم .  يندفع الغاز المحترق بسرعةٍ كبيرةٍ جداً من فوهة المحرك النفاث الخلفية:الحركة النفاثة في الصواريخ -2

  الغازات المندفعة للخلف يقابله زخم مساوٍ له في المقدار ومضاد له بالاتجاه يدفع الصاروخ للأمام ولهذا تزداد
  . 3.5.8وهذا ما سندرسه في البند التالي . سرعته

  حـل الـمـسـائـل 
يقوم حل مسائل وتمارين ديناميكا النظام على تحديد القانون أو المعادلة الذي يجب استخدامه للحالة  

، يمكن حساب سرجهات وتسارعات 6.8 - 3.8فبواسطة المعادلات التي تحكم هندسة الكتل . المعينة
، 10.8إلى ذلك قانوني نيوتن الثاني للنظام، معادلة وإذا أضفنا . النظام، بما فيها مركز الكتلة) جسيمات(عناصر
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. ، فإن ذلك يمكننا من حل التمارين التي تربط بين الإزاحة، القوة والسرجهة11.8وحفظ الزخم للنظام، معادلة 
 فتلاشي القوة في اتجاهٍ ما، مثلاً، مع شروطٍ ابتدائيةٍ. وبالعادة تؤخذ الشروط الابتدائية للحركة بعين الاعتبار

  . معينةٍ، يمكننا من حساب إزاحة مركز الكتلة أو أحد جسيمات النظام
 15.8 - 14.8وكما الحال في الباب الخامس، فبواسطة قوانين الزخم للنظام، تغير الزخم، المعادلات 

ة ، تُحل المسائل والتمارين التي تربط بين القوة، زمن الحركة والسرجهتين الابتدائي16.8وحفظ الزخم، معادلة 
  . والنهائية لمركز الكتلة

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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    ديناميكا الأجسام المتغيرة الكتلة3.5.8

   المعادلة التفاضلية لحركة الجسم متغير الكتلة ، حركة الصاروخ 1.3.5.8
عض إلا أن تكوين جسيمات ب. لقد اعتُبِرت الكتلة حتى الآن كميةً قياسيةً ثابتةً لا تتغير بمرور الزمن

الأنظمة والأجسام قد يطرأ عليها تغيير بتغير الزمن، كأن ينفصل عنها أو يتَّحِد بها أثناء حركتها جسيمات تُنِقص 
ومن الأمثلة العملية على الأجسام . أو تزيد من كتلتها الإجمالية، وتؤول الكتلة تبعاً لذلك، مقداراً متغيراً زمنياً

عربات المناجم التي تتغير كتلها تدريجياً وبشكلٍ متصل، نتيجة استهلاك المتغيرة الكتلة الصواريخ الفضائية، و
  .الوقود أو زيادة الأحمال وغيره

إذا أمكن أثناء الحركة إهمال أبعاد الجسم المتحرك ذي الكتلة المتغيرة بالمقارنة مع المسافات التي يقطعها 
  ، تتحدد قيمة كتلته رياضياً بالعلاقةهذا الجسم، عنـدئـذ؛  يمكن دراسة حركته كجسمٍ متغير الكتلة 

m  =  m ( t ) 17.8 

ولتسهيل عملية اشتقاق المعادلة التفاضلية . ، متصلةٌ زمنياً وقابلةٌ للتفاضل أيضا17.8ًهذه الدالة، المعادلة 
: تبارلحركة الجسم المتغير الكتلة واستيعاب التحليل المرافق لهذه العملية يضاف فرضيتان تُؤْخذان بعين الاع

، والثانية أن حركة النظام أو الجسم متغير الكتلة تتم في .g = const الأولى أن تسارع الجاذبية الأرضية ثابت
  .  القوى الخارجية المؤثرة على هذا النظام أو الجسم منطبقةٌ على مساره) محصلة (خط مستقيم، و

تصبح الفرضية الأولى دقيقةً في ولتناسب التسارع الأرضي عكسياً مع مربع البعد عن مركز الأرض 
والفرضيـة الثانية تلغي التأثيرات الداخلية . 2 كيلو متراً فوق سطح الأرض160 للارتفاعات الأقل من 5%حدود 

هذه . على النظام، لكنها تسمح بإيجاد المعادلة التفاضلية التي تُعرف حركة الجسم متغير الكتلة بسهولةٍ ويسر
  . رئيسي على التغيير الذي يحدث في الكتلة المتحركة للنظامالمعادلة تعتمد بشكلٍ

صغيرةٍ جداً من الجسم الأساسي المتحرك، تتولد بين الجسم المتحرك ) جسيمات(عند انفصال أجزاءٍ 
الجسم (ولا يشكل أي من هذين الجزأين . والأجزاء المنفصلة قوتا رد فعلٍ أوليتان، يكون لهما تأثير متبادل

فالجسم الأساسي يدفع . نظاماً معزولاً، لأن كلَّ واحدٍ منهما يتفاعل مع الجزء الآخر) والجزء المنفصلالمتحرك 
الجزء المنفصل إلى جهةٍ ما، بينما يدفع الجزء المنفصل الجسم المتحرك إلى الجهة المعاكسة بقوةٍ مساويـةٍ 

وإذا اعتبرنا الجسم . ين داخليتين عند دراسةِ النظاموتعتبر القوتان اللّتان تُمثِّلان الفعل ورد الفعل قوت. ومضادة
الأساسي والجسيم المنفصل عنه فئةً واحدةً تُشَكّلُ نظـاماً واحداً، عندئذٍ يمكن استخـدام قوانين ديناميكا الأجسام 

  .والأنظمة ذات الكتلة الثابتة
__________________________________  

  ية بدلالة الارتفاعاعتمدنا في ذلك على الصيغة الرياضية التي تبين مقدار تسارع الجاذب  2

gh = g  - [ 0.30855 + 2.2×10-4 cos 2φ  - 7.2 × 10-5 h ]×10-2 h 

 زاوية خط العرض، أنظر φ، و 2ثانية/  قيمة التسارع على الأرض بالمتر g الارتفاع بالكيلومترات وhحيث 
  .75هامش الصفحة 
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، وتتحرك m(t) كانت toاللحظة ولإعطاء هذه الأفكار صيغة رياضية، نعتبر كتلة الجسم المتحرك عند 
، التأم في تلك اللحظة مع الجسم الأساسي وكانت سرجهته dm(t)، وأن جسيماً أولياً كتلته vبسرجهـةٍ مطـلقـةٍ 

  toزخم النظام عند اللحظة . 3.8 شكل، uالمطـلقـة 
Ko   =  m(t) v  +  dm(t) u 1.18.8 

، بينما تتغير m(t) + dm(t)، لتُصبح dm(t)ساسي بالمقدار، تتغير كتلة الجسم الأdtوبمرور الفترة الزمنية 
ولذلك فزخَم النظام المكون من الجزأين، الجسم الأساسي والجسيم . v + dv لتُصبح dvسرجهته بالكمية المتجهة 

  ،  يصبحt ،t   =  to   +  dtالملتئم ، عند نهاية اللحظة 
dm m(t) m(t) + dm

u v v +dv

T1 T2

to t = to + dt

y

  
  3.8 شكل

K =  [ m(t) + dm(t)] [v + dv ] 2.18.8 
    يساوي الفرق بين الزخمين عندهما to و t بين الزمنيين dKتغير زخم النظام 

dK = K - Ko =[m(t) + dm(t) ][ v + dv ] - [ m(t) v + dm(t) u ] 19.8 

  وبعد إلغاء الأجزاء الصغيرة وإعادة ترتيب الباقي يصبح تغير الزخم 
dK = m(t) dv  - dm(t) [u -v ] 

  ، فهو المشتقةtoم عند الزمن أما معدل تغير الزخ
d
dt

= m(t)
d
dt

dm(t)
dt

K uv v− −[ ]  

d، 14.8المعادلة  حسب F فالطرف الأيسر هو القوة
dt
K F= . وإذا عرفنا المتغير الجديدvr  مثلالذي ي ،

ول إلى أيٍ فإن المعادلة السابقة تؤ، vr = [u -v] الجسيمات بالجسم الأساسي) انفصال(السرجهة النسبية لالتئام 
 من المعادلتين التاليتين 

m(t)
d
dt

dm(t)
dtr

v v= +F       &     m(t)
d
dt
v

= +F T  20.8 

  ، تُدعى غالباً في الهندسة20.8هذه المعادلات . إذ تُمثل كلتاهما المعادلة التفاضلية لحركة الجسم المتغير الكتلة 
   ،2.3دٍ بعيد معادلة حـركـة الجسم ذي الكتلة الثابتة، معادلة ، وهي تُشبِه إلى ح3ميتشيرسكي بمعادلةالفضائية 

______________________________________  

نشر دراسته، أطروحة الدكتوراه .  عالم ميكانيكا روسيI. Meshchersky، 1935-1859ميشيرسكي     إيفان3
  .20.8ورد المعادلة  وفيها أ1897-1904، بين عامي  "الأجسام متغيرة الكتلة ديناميكا"
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T وقوة رد الفعل Fوالمتأثر بمحصلة القوتين الخارجية  = v r
dm
dt

، ناتجةٌ من التئام أو Tإن قوة رد الفعل . 

ويساوي . انفصال جسيمات بالجسم الأساسي، وتعرف كحاصل ضرب السرجهة النسبية ومعدل تغير الكتـلة
قود المستهلكة أو المستنفدة في وحدة الزمن، وهو كميةٌ موجبةٌ عند التئام معدل تغير الكتلة عددياً كتلة الو

0dm <الجسـيمات بالجسـم الأساسي 
dt

0dm >، في حين أنّه كميةٌ سالبةٌ عند انفصالها عن الجسم الأساسي 
dt

 .  

للقوة في الاتجاه، والكتلة الكلية متناقصةً، فإن قوة رد وعلى العموم، إذا كانت السرجهة النسبية مضادةً 
وعلى النقيض من ذلك، . ضافيةٍ، تدفع الجسم المتحرك للأمامإالفعل الناتجة من اندفاع الوقود للخلف هي قوة دفعٍ 

اتجة من اندفاع إذا كانت السرجهة النسبية متسامتةً أو موازيةً للقوة، والكتلة الكلية متناقصةً، فإن قوة رد الفعل الن
وبالعادة ، تُدعى القوتان المذكورتان أعلاه في هندسة الطيران بالقوة . الوقود هي قوة كبحٍ تعيق الجسم المتحرك

  . ، إذا كانت قوةَ دفعٍ للأمام، وبالقوة الكابحة إذا كانت تعيق الصاروخThrust الدفع -النفاثة 

ام أو انفصال الجسيمات عن الجسم الأساسي تساوي  من جهةٍ أخرى، إذا كانت السرجهة النسبية لالتئ
وإذا كانت . 10.8 تؤول إلى معادلة حركة مركز كتـلـة النظام، معادلة 20.8، فإن المعادلات vr    =  0صفراً 

، فإن المعادلات نفسها u = 0السرجهة المطلقة لالتئام أو انفصال الجسيمات عن الجسم الأساسي تساوي صفراً 
  عد ترتيبها واختصارها  تصبح ب20.8

m d
dt

dm
dt

v v+ = F         ⇒   
d

dt
(m )v

= F    

، نستخدم Tوحتى نتمكن من حساب مقدار القوة الإضافية . 14.8والتي تكافئ قانون تغّير زخم النظام، معادلة 
   jلاتجاه ، ول3.8شكل ، dmقانون تغير الزخَم الخطِّي بصيغة الدفع الذي زودت به الكتلة 

- T1 dt = dm [ v + dv - u ] 
   إلى dt تؤول المعادلة السابقة بعد قسمتها على dm   dv    ≅   0ولأن 

T u u1 = − − = −
dm(t)

dt
dm(t)

dt
[ ] [ ]v v  

  أو
T1 = −v r

dm(t)
dt

       ⇒    T1 = −v r
dm(t)

dt
j  1.21.8 

   فتؤثر لليمين T1 المساوية للقوة T2أما القوة 

T2 = v r
dm(t)

dt
      , T2 = v r

dm(t)
dt

j   2.21.8 

موجبة، أي قوةٌ إضافيةٌ تضاف إلى محصلة القوى المؤثرة على  T2ومن المهم دراسة الحالة التي تكون فيها 
وهي الحالة التي تكون فيها إشارة كل من السرعة النسبية ومعدل تغير الكتلة واحدةً ؛ أي إما . الجسم المتحرك

  .ن وإما سالبتين في نفس الوقتموجبتي
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  4معادلة تسيلكوفسكي 2.3.5.8
 هذا ما فعله معادلة ميتشيرسكي،كيف يمكن إيجاد معادلة حركة الصاروخ المنطلق في الفضاء باستخدام 

  . تسيلكوفسكي. ك

وة ق: اعتبر الصاروخ المنطلق في الفضاء ضمن مجال الجاذبية الأرضية تحت تأثير القوتين المميزتين
نسبةً إلى القوى   قوةٌ عديمة التأثيرFdإذا اعتبرنا .  مع الوسط الذي يمر بهFd وقوة احتكاك الهواء mgوزنه 

    تُكتب بالشكل التالي 20.8، فإن المعادلة 4.8 شكلالأخرى، 
m d

dt
dm
dtr

v v=  + mg 22.8  

 mo، حيث إن mo + mfmaxد بداية حركته ، ومقدارها عنm(t)يتحرك الصاروخ، الذي كتلته متغيرةً زمنياً 
وإذا أضـفنـا فرضيةً .  كتلة الحمولة القصوى من الوقودmfmaxكتلة جِرم أو هيكل الصاروخ بدون أي وقود، و 

      ، مضافاً إليها كتلة الوقود المتبقيةmoجديدة وهي أن كتلة الصاروخ المتغيرة تساوي كتلة جرمه فارغاً 
mfmax - mf(t)ن ، حيث إmf(t)كتلة الوقود المستهلكـة حتى اللحظة المعينة   

m(t) = mo + m fmax  - m f (t) 23.8 

dm(t)وبدلالة المشتقة الأولى لطرفي هذه المعادلة 
dt

dm (t)
dt

f=  y، وأخذ مسقط السرجهة النسبية على المحور −

vr  = -vr j وحلها بدلالة 22.8 وتعويض ذلك في المعادلة dv يكون 

d
dm (t)

mr
fv v=   - g dt 24.8 

، وهي معادلة أساسية في هندسة الفضاء  المعادلة التفاضلية لحركة الصاروخالتي تُمثل
كما تكون صحيحةً للصواريخ والمركبات الفضائية البعيدة جداً عن جميع . والصواريخ

بية الأرضية  بدون عنصر الجاذ24.8مراكز الجاذبية، عندها يمكن التعامل مع المعادلة 
g . إن حل المعادلة المذكورة يتم بإجراء التكامل المحدود لطرفيها  ففي اللحظة الابتدائية

t0 = 0 تكون سرعة الصاروخ الابتدائية ،vo ًوكتلة الوقود المستنفدة صفرا ،mf(t) = 0 .
. mf (t)، وتؤول كتلة الوقود المستنفدة إلى v، تصبح سرعـة الصاروخ tوفي اللحظة 

   وللشروط السابقة نحصل على24.8لى هذا الأساس بإجراء التكامل لطرفي المعادلة وع

y

x

vr  
4.8 شكل

d gdt
t

v v
v

v

o

∫ ∫ ∫= +
+ −

−r
f

o fmax f0

m (t)
dm (t)

m m m (t)

f

0

 

  

_________________________________________________  

اكتشاف الفضاء بالالات "نشر البحث .  عالم ومخترع روسيK.Tsiolkovsky ، 1935 -1857 تسيلكوفسكي .ك  4
، 1903 في عدد أيار لعام التعليقات العلمية - بـوزورينيـهنـاؤوتـشينـه أوفي المجلة العلمية الروسية " النفاثة

 .26.8وفيه وردت المعادلة المشهورة، معادلة 
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v  =  vo   -  g t  -  vr ln m m m (t) ]o fmax f
m (t)f[ + − 0       

  أو
v  =  vo   -  g t  - vr ln

m m m (t)
m m

o fmax f

o fmax

+ −
+

 25.8  

، معرفة السرعة القصوى التي يـصلها الصاروخ ومن الأهمية بمكان. التي تُعرف سرعة الصاروخ كدالة زمنية
   إلى الشكل الأكثر اقتضابا25.8ً، عندئـذٍ تؤول المعادلة mf(t) = mfmaxعند استنفاده كل الوقود المحمول؛ 

v   =  vo  -  gt  +  vr ln(1+
m

m
)fmax

o
 26.8 

 سرعـة الانطلاق -1لى ، أن سرعة الصاروخ القصوى تعتمد ع26.8يتضح لنا من المعادلة الأخيرة 
 3، أو سرعة العادم وvr السرعـة النسبية لاندفاع منتجات الوقود من فوهة محرك الصاروخ -2 وvoالابتدائية 

m النسبـة بين كتلة الوقود القصوى وكتلة جِرم الصاروخ-
m
fmax

o
والمسمى عادة ) الاحتياطي النسبي للوقود(

إن نظرةً متفحصةً لهذه المعادلة . بمعادلة تسيلكوفسكي 26.8دعى المعادلة نفسها كما تُ. NT بعدد تسيلكوفسكي
تُثْبِت كذلك أن سرعة الصاروخ القصوى في نهاية فترة احتراق الوقود، لا تعتمد على نظام عمل المحرك النفاث، 

mولا على زمن احتراق الوقود داخل حجرات المحرك، بل على الاحتياطي النسبي
m
fmax

o
كلٍ  وهنا تكمن قيمة. 

، في أنهما يبينان الطرق المحتملة للحصول على السرعات معادلة تسيلكوفسكي وNT عدد تسيلكوفسكيمن 
  .الكبيرة اللازمة للطيران في الفضاء

واللازمة على الأقل للدوران حول الأرض ،  v =vcالفضائية الأولىلتوصيل مركبة فضائية إلى السرعة و
. vrوالسرعة النسبية  NT عدد تسيلكوفسكيوزيادة بتدائيةٍ الانطلاق الاسرعة  دائري يستلزم نظرياً زيادة في مدارٍ

أما . كما ويلغى المتغير الثالث لمحدوديته. voولعدم مواءمته للإنسان المنطلق في الفضاء يلغى المتغير الأول 
لهذا استعيض ). 40أكبر من ( NT>40ين ضعفاً؛ أي التحكم في المتغير الثاني فيظهر أنه يجب أن يزيد عن أربع

لحظة استهلاكه الوقود الذي ) أجزاءه(الذي تنفصل مراحله  عن هذا الصاروخ الضخم بالصاروخ المتعدد المراحل
لقد ساعد هذا النوع من الصواريخ المتعددة المراحل الفضائيين على إطلاق الأقمار . تحمله المرحلة بكامله

  . كبات الفضائية حول الأرض وإلى الفضاءالصناعية والمر

كما تعتمد .  لصعوباتٍ تقنيةٍ وهائلةٍ ليس من السهولة التحكم بهاvoوتخضع زيادة السرعة الابتدائية 
. السرعة النسبية لاندفاع منتجات الوقود من الصاروخ على الصفات الكيماوية للوقود وتصميم الصاروخ نفسه

لهذا فإن أفضل الطرق للحصول على السرعات العالية .  ولن تزيد عن مقدارٍ معينوهذه السرعة النسبية محدودة،
أي بزيادة الوقود المحمول على . NT تسيلكوفسكي ددعبللصواريخ المنطلقة في الفضاء يكْمن في التحكم 

ةٍ أيضا كما يظهر، يخضع لصعوبات تقنية خاص  وهذا.فارغاً) وزنه(الصاروخ مع تخفيض جِرمِ الصاروخ 
  . بصناعة الصاروخ نفسه

، بسرعةٍ ابتدائيةٍ للانطلاق من vc = 8 [km/s]وإذا أردنا أن نصل بالصاروخ إلى السرعة الفضائية الأولى 
              ، وسرعة نسبية لاندفاع منتجات الوقود من فوهة المحركvo = 0على سطح الأرض مساوية للصفر 
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vr = 2.4 [km/s] . للتَغلُب على قوة الجاذبية الأرضية ومقاومة الوسط لحظة % 15 - 10وإذا أضفنا ما بين
وتـعويـض بدل . vc  = 9 [km/s] تصبح السرعة عند التصميم  عندئذٍبـدايـة الحركة من على سطح الأرض،

  26.8هذه القيمة في المعادلة 
9 [ km/s ]  = 2.4 [ km/s ] ln(1+

m
m

)fmax

o
 

   عدد تسيلكوفسكيأو بدلالة
NT  =

m
m
fmax

o
 =    41.5 

أي يجب أن تزيد النسبة بين كتلة الوقود المحمول القصوى إلى كتلة جِرمِ الصاروخ عن أربعين ضعفاً على   
لهذا استُعِيض عن هذا الصاروخ الضخم، ذو الوقود السائل، . الأقل، بما يتبع ذلك صعوبات تقنيةٍ إضافية

 بالصاروخ المتعدد 40 أكبر من تسيلكوفسكي عدد، وvr = 2-2.5 [km/s]قدارها المنطـلق بسرعة نفثٍ خلفيةٍ م
لحظة استهلاكه الوقود الذي تحمله المرحلة ) أجزاؤه(، الذي تنفصل مراحله Multistage Rocketالـمراحـل 

مرحلة  تكتسب فيه العدد تسيلكوفسكي،هذا يعني عملياً تناقص كتلة الصاروخ، وتبعا لذلك زيادة . كاملالب
على إطلاق الأقمار  ينيلقد ساعد هذا النوع من الصورايخ المتعددة المراحل الفضائ. الأخيرة سرعةً إضافية

  .الصناعية والمركبات الفضائية حول الأرض وإلى الفضاء
 من المعادلتين gوفي حالة الحركة البعيدة جداً عن جميع مراكز الجاذبية، فإننا نستطيع إلغاء العنصر 

وتسري المعادلتين نفسيهما بدون عنصر الجاذبية بصورةٍ تقريبية للحالات التي يكون فيها التغير . 26.8 - 25.8
  . في الزخم الناتج عن العادم أكبر بكثير من التغير في الزخم الناتج عن الجاذبية في نفس الفترة الزمنية

  حـلُّ الـمسـائـل 
، وحساب قوة 20.8معادلة حركة النظام المتغير الكتلة، معادلات يقوم حل المسائل والتمارين على إيجاد وتعريف 

، ثُم حساب السرعة القصوى لحظة اكتمال عملية 21.8الدفع الناتجة من نفث الغازات واحتراق الوقود، معادلات 
  . 26.8الاحتراق من معادلة تسيلكوفسكي 

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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  ديناميكا الجسم الجاسئ 6.8
 من وجهتي النظر الكينماتيكية والديناميكية بالجسم الذي 1.8 و 4.2لقد عرف الجسم الجاسئ في البندين 

لا يتغير شكله الهندسي والمكون من عددٍ هائلٍ من الجسيمات المنتظمة في الفراغ والمترابطة بعضها مع بعض 
 أغلب الحسابات الهندسية والميكانيكية أن كتلة الجسم الجاسئ متركزةً فقط وسنعتبر في. بأبعادٍ متساويـةٍ وثابتة

  .في نقطةٍ واحدةٍ هي مركز الكتلة

إن البحث في حركة وديناميكا الجسم الجاسئ سيعتمد بالدرجة الأولى على القوانين العامة لحركة النظام 
قة بين محصلة القوى المؤثرة ومجموع وتعرف حركة الجسم الجاسئ بالعلا. للحصول على معادلته التفاضلية

ومع أن حركة الجسم الجاسئ في الفراغ تتحدد بست درجات حرية، أي . الحركات المشتركة لجسيماته المكونة له
ن ما يميز حركته هو اعتمادها بشكلٍ أساسي على أيمكنه التحرك ست حركاتٍ مستقلةٍ بعضها عن بعض، إلا 

سمت حركته إلى حركةٍ انتقاليةٍ وحركةٍ دورانيةٍ حول محورٍ ثابت وحركةٍ مستوية وقد ق. كينماتيكا الجسم الجاسئ
  . وسندرس الحركات الثلاث الأولى تباعاً. وحركةٍ دورانيةٍ حول نقطة ثابتة، وأخيراً الحركة العامة

  الانتقاليةالحركة  1.6.8
عند حركة الجسم الجاسئ الانتقالية فإن كل جزءٍ 

سيتحرك بنفس الطريقة التي ) جسيماته(من أجزائه ) جسيمٍ(
تتحرك بها باقي الأجزاء؛ ولهذا فإن كل خط في هذا الجسم 

وتـبعـاً . سيبقى موازياً لنفس الخط في وضعه الأصلي
ويكفي . لذلك؛ تكون مسارات الأجزاء متشابهةً ومتوازية

عندها لدراسة حركة الجسم الجاسئ دراسة حركة جزءٍ واحدٍ 
 من المفضل أن يكون مركز كتلة الجسم من أجزائه، الذي

  . الجاسئ

z

y

x

O
j

k

i

r

rC  - rC
rC

F1

F2

F4 F3

Fi

Fj

Fn

F
a

P

S

  
6.8 شكل

، وشاملاً لمركز الكتلة، فيمكن تمثيل جميع الانتقالية، موازياً لمستوى الحركة Sإذا افترضنا مقطعاً رقيقاً 
كلُّ جسيمٍ من جسيمات . 6.8 شكل، متسامتةً مع هذا المستوى، F، ومحصلتها F1  ،F2،  ... ،Fnالقوى المؤثرة 

 للجسم الجاسئ عند 10.8لذلك نكتب المعادلة . aCالجسم الجاسئ يتحرك بتسارعٍ يكافئ تسـارع مركز الكتلة 
  حركته الانتقالية 

F =  M aC 27.8 

، F نقطةً اعتباطيةً على خط عمل محصلة القوى الخارجية Pوإذا اعتبـرنا النقطة .  كتلة الجسم الجاسئMحيث 
 Oز الإحداثيات القصورية فإن عزم هذه المحصلة حول مرك

 MO   =  r × F =   r × M aC 1.28.8 

يساوي أيضاً، محصلة عزوم كل القوى الخارجية المؤثرة على جميع جسيمات الجسم الجاسئ بالنسبة إلى نفس 
  ورياضياً . المركز
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M M r F r aO O m= = × = ×∑ ∑ ∑i i i i i i 
i i i=1

n

=1

n

=1

n

 

 و ai  = aCتساوية، فإن استبدال ن تسارعات كل جسيمات الجسيم الجاسئ عند الحركة الانتقالية مولأ

 i i
i =1

n

∑ =m M Cr r يعطي 4.8 من المعادلة   

MO =  rC × M aC 2.28.8 

   مع بعض يكون 28.8وبربط المعادلتين 
rC × M aC   =  r × M aC 29.8 

 شرطاً وبينما يشطب الاحتمال الأول لإلغائه. rC =  r أو aC = 0 تكون صحيحةً إذا كانت 29.8هذه المعادلة 
أو    (P منطبقٌ على النقطة Cضرورياً للحركة الانتقالية المتسارعة يبين الاحتمال الثاني أن مركز الكتلة 

إذا كانت حركة :  يمكن القول،ولذلك. C يمر بالضرورة عبر النقطة Fوهذا يعني أن خطَّ عمل القوة ). بالعكس
 المؤثرة عليه تمر بالضرورة في مركز كتلته، بينما الجسم الجاسئ انتقالية فإن محصلة القوى الخارجية

ورياضياً . تساوي محصلة عزوم جميع القوى الخارجية المؤثرة عليه حول محورٍ يمر في مركز كتلته صفراً
 و الأخرى المعادلة 27.8فإن حركة الجسم الجاسئ الانتقالية تُستَوفَى بمعادلتين اتجاهيتين، إحداهما المعادلة 

  ن الطبيعي أن تكتب تلك المعادلات كمعادلاتٍ قِياسيةوم. 29.8
Fx = M aCx , Fy = M aCx , Fz = M aCz  1.27.8 

MCx = 0 , MCy = 0, MCz  =  0 1.29.8 

وعندما يتحرك الجسم في مستوى واحد حركةً انتقالية، بحيث توازي جميع متَّجِهات القوى الخارجية 
 لعزم القوى العمودي على مستوى 1.29.8 وإحدى المعادلات 1.27.8لات مستوى الحركة، فإن اثنتين من المعاد

أما إذا تحرك الجسم الجاسئ في خطٍ مستقيم، وليكن على المحور . الحركة تعرف حركة هذا الجسم الجاسئ
  .1.27.8، فإن المعادلة الوحيدة التي تعرف الحركة هي أولى معادلات Oxالأفقي 

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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  الحركة الدورانية حول محورٍ ثابت 2.6.8

عندما تكون حركة الجسم الجاسئ دورانيةً حول محورٍ ثابت، فإن كل جسيماته تتحرك في مداراتٍ دائريةٍ 
، من O1x1 يدور حول المحور الثابت Cيبين أن الجسم الجاسئ، مركز كتلته  6.8شكل . وحول المحور نفسه

، كنقطة O في الفراغ إلى النقطة Oxyzنما يثبت إطار الإسناد المتحرك ، بيO1x1y1z1إطار الإسناد القصوري 
وبالتالي فإن كلاً من . Oyzتقاطع محور الدوران مع المستوى الذي يتحرك فيه مركز الكتلة، أي المستوى 

  .       متسامتانO1x1 و Oxالمحورين 
ثابتٍ، يحدد  جسم الجاسئ حول محورٍوفي العادة، لتسهيل عملية اشتقاق المعادلة التفاضلية لدوران ال

 ωمتَّجِها السرجهة الزاوية للجسم الجاسئ . O متعامداً مع محور الدوران وشاملاً للمركزSالمقطع الرقيق 
وبالتالي يدور مركز الكتلة في مسارٍ . ε = ε i و O1x1 ،ω = ω i يوازيان محور الدوران εوتسارعـه الزاوي 

 للحركة 10.8وحتى تتحقق صحة المعادلة . aCt ومماسي aCnسارعٍ عمودي  وبتrCدائري، نصف قطره 
  فنكتب . N ،N = NA + NO1الدورانية، نضيف لمحصلة القوى المؤثرة محصلة ردود الأفعال 

Fi
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S
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   6.8 شكل

F + NA    +  NO1  = M ( aCn + aCt ) 30.8 

 متجه ri ،ri   = xi i + yi j + zi k، و miتلته وباختيار جسيمٍ ما بشكلٍ اعتباطي، ك.  كتلة الجسم الجاسئMحيث 
  62.2 وفقاً للمعادلة Oموضعه، فإن تسارعه بالنسبة إلى مركز الإحداثيات المتحركة 

ai   = ε × ri  +  ω × ( ω × ri  ) = - ( yi   ω
2 + zi   ε ) j + (yi   ε - zi   ω

2) k 31.8 
  العزم الرئيسي

M M r FO O= = × +∑ ∑i i i
i i=1

n

=1

n

 rA × NA + rO1 × NO1  32.8 

MO =
i =1

n

∑ [ xi  i+yi   j+ zi   k] × mi   [- ( yi   ω
2 + zi   ε ) j + (yi   ε - zi   ω

2) k] + rA × NA + rO1 × NO1 
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MO = ε 
i =1

n

∑ mi  ( yi
2 + zi

2  ) i + 
i =1

n

∑ mi  ( xi  zi   ω
2 - xi  yi  ε ) j + 

      - 
i =1

n

∑ mi  ( xi  yi  ω
2  + xi  zi  ε ) k + rA × NA + rO1 × NO1  1.33.8 

  أو بصيغة تكاملية 

MO
M M M

y z dm xz dm xy dm= + + −∫ ∫ ∫[ ( ) ] [ ]ε ω ε2 2 2i j  

− +∫ ∫[ ]ω ε2 xy dm xz dm
M M

k + rA × NA  + rO1 × NO1  2.33.8 

) المجموعان( يمثل التكاملان Oxالأول عزم قصور الجسم الجاسئ حول المحور ) المجموع(وبينما يمثل التكامل 
  الآخران عزمي القصور النابذين بالنسبة للمحاور المناظرة  

Ιxy  = xy dm
M
∫ , Ιxz  = xz dm

M
∫  

   إلى الشكل المقتضب التالي33.8وبالتالي تؤول المعادلات 
MO = ε Ix i  +  [ω2 Ixz  - εIxy] j  - [ω2 Ixy  + ε Ixz ]k  + rA × NA + rO1 × NO1 34.8 

 مستوى تماثل للجسم الجاسئ، Oyz ةومن الأهمية بمكان دراسة الحالة التي يكون فيها مستوى الحرك
 لمركز الكتلة وكلٌّ من عزمي القصور rCعندئذٍ يتلاشى متَّجِه الموضع  . Cومحور الدوران يمر في مركز الكتلة 

   إلى الشكل التالي34.8 و30.8وتؤول المعادلتان . Ixz = 0 و rC = 0 ، Ixy = 0، أي أن Ixzو  Ixyالنابذين 

F + NA    +  NO1  =   0 1.30.8 
MO = ε Ix i  +  rA × NA  +  rO1 × NO1  1.34.8 

  الذي يمكننا استخدام هذه المعادلات في تحديد قيم ردود الأفعال الديناميكية في الدعامات والحوامل ونقاط الإرتكاز 

  أســـئـلـة مـحـلـولـة 
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   Plane  Motion الحركة المستوية 3.6.8
توية إذا كانت كل جسـيماته تتحرك في مستوياتٍ موازيةٍ لمسـتوى تُعرف حركة الجسم الجاسئ بالمسـ

، موازياً Sوبالعادة، ومن أجل فهم واستيعاب هذه الحركة نفترض في الجسم الجاسئ مقطعاً رقيقاً . محددٍ وثابت
تسامت كما ت. C وشاملاً لمركز الكتلة O1x1y1z1من إطار الإسناد القصوري  O1y1z1للمستوى الإحداثي الثابت 

نثبت في الفراغ إطار . 7.8 شكل كل القوى المؤثرة ومتَّجهات السرجهة والتسارع المفترضة، Sمع المقطع 
 متوازيين، والحركة Ax وO1x1، بحيث يكون المحوران A) النقطة(، إلى المركز Axyzالإسناد المتحرك 

  .Axالدورانية تتم حول المحور 

د حركة الجسم الجاسئ المستوية بثلاث درجات حرية، أي ثلاث وكما هو معروفٌ من الكينماتيكا، تتحد
انتقالية ودورانية، : وحيث إن الحركة المستوية هي حركةٌ مركبةٌ من حركتين. حركاتٍ مستقلةٍ بعضها عن بعض

. ة لمركزه كافيان لتحديد الحركة الانتقاليyA و xAوالحركة بمجملها تتم في مستوى، فإن تحديد قيمتي الإحداثيين 
  ولذلك نكتب 

F = M )z+y( AA kj &&&&   35.8 

.  كزاوية دورانٍ وحيدةٍ ومفردةϕويتحدد جزء الحركة الدوراني بالبارامتر المستقل .  كتلة الجسم الجاسئMحيث 
ة وكما هو الحال في الحرك. ε = ε i و ω = ω iوتبعاً لذلك، نُحدد متَّجِهي السرجهة الزاوية والتسارع الزاوي، 

              ، ومتَّجِه موضعه mi كتلته Sالدورانية، نختار جسيماً منفرداً من جسيمات الجسم الجاسئ في المقطع 
ri ، ri  = xi i + yi j + zi k .  وباستبدال التسارعai 1.74.2، انظر المعادلة  

ai  =   aA +  ε × ri  +  ω × ( ω × ri  )  
ai  =         aA - ( yi   ω

2 + zi   ε ) j + (yi   ε - zi   ω
2) k 36.8 
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  7.8شكل 
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  في معادلة العزم الرئيسي ينتج أن 

MA    =
i =1

n

∑ MAi   = ×∑ r Fi i
i =1

n

 =
i =1

n

∑ ri  × mi  ai 37.8 

  أو

MA    =
i =1

n

∑ (Ri + rC) × mi  aA  +
i =1

n

∑ ri  × mi  ai  t  +
i =1

n

∑ ri  × mi  ai  n 

 = 
i =1

n

∑ rC ×mi   aA  +
i =1

n

∑ Ri   × mi   aA +  
i =1

n

∑ mi   [ (yi
2+zi

2 ) ε i  

     +  (xi  zi  ω
2-xi  yi  ε)j   -  ( xi  yi  ω

2 -xi  zi  ε)k] 1.38.8 
  أو بصيغة تكاملية 

M M r a R aA A
M

C A
M M

d dm dm
A

= = × + ×∫ ∫ ∫ A  + [ε (y + z  ) dm2 2

M
∫ ]i  

+ [ω2 xz dm 
M
∫ - ε xy dm

M
∫ ]j -[ω2 xy dm 

M
∫ +       ε xz dm

M
∫ ]k 2.38.8 

  3.8التكامل الأول وفقاً للمعادلة 
r a r aC A

M
C Adm M× = ×∫  

  بينما التكامل الثاني يساوي الصفر 
R a×∫ A dm

M

 = R × M aA  = 0 

 لأنR تقاس بالنسبة إلى مركز الكتلة، إذ يناظر كلُّ حدٍ في أحد نصفي الصفيحة S حداً آخر مساوياً له في 
عزم . لتكامل يساوي صفراًوهذا يؤدي إلى تلاشي تأثير التكامل المذكور، أي أن ا. المقدار ومختلفاً معه بالإشارة

  Axقصور الجسم الجاسئ حول المحور 

IAx  = 
i =1

n

∑ mi  [ (yi
2+zi

2 )  = (y + z  ) dm2 2

M
∫   

    Axyzبينما عزوم القصور النابذة للجسم الجاسئ نسبةً للمحاور المتحركة 

Ιxy  =
i =1

n

∑ mi xi  yi   = xy dm
M
∫ ,   Ιxz   =

i =1

n

∑ mi  xi  zi      = xz dm 
M
∫  

   بالشكل المختصر التالي 38.8وعليه تُكتب المعادلتان 
MA = rC × M aA  +  ε ΙAx i  + [ω2 Ιxz - ε Ιxy ] j  - [ ω2 Ιxy  + ε Ιxz ] k 39.8 

الجسم الجاسئ المستوية إذا كان محور الدوران يمر في نقطةٍ  معادلات حركة 35.8والتي تمثل مع المعادلة 
أما إذا كان جزء الحركة الدورانية يتم حول محور يمر عبر مركز كتلة الجسم . اعتباطيةٍ ليست مركز الكتلة

   إلى الشكل الأبسط التالي39.8، وتبعا لذلك تؤول المعادلة rC = 0الجاسئ فإن 
MC =  ε ΙCx i  + [ω2 Ιxz - ε Ιxy ] j  - [ ω2 Ιxy  + ε Ιxz ] k 40.8 
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، التي تمثل قانون نيوتن الثاني للجسم 35.8وتبعاً لذلك، تُستَوفَى الحركة المستوية للجسم الجاسئ بالمعادلة 
ومن الطبيعي أن المعادلتين الأخيرتين تمثلان . 40.8 أو39.8الجاسئ، مضافاً لها إحدى المعادلتين الاتِّجاهِيتين 

 بدلالة مميزات الحركة الدورانية، التسارع Cx أو المحور Axلاقة بين العزم الرئيسي للقوى حول المحور الع
 الزاويε والسرعة الزاوية ωولأن عزمي القصور النابذين .  وخصائص الجسم الجاسئ كالتماثل أو عدمهΙxy و 

Ιxz يبينان مقدار عدم تماثل لجسم الجاسئ حول مستوى الحركة Ayz) و أCyz( تماثل الجسم الجاسئ حول فإن ،
. Ιxy = Ιxz = 0 مساوييين للصفر، Ιxz و Ιxyأيٍ من المستويين المذكورين أعلاه ليجعل عزمي القصور النابذين 

 وعندئذٍ تؤول المعادلتين الأخيرتين إلى الشكل التالي 

MA = rC × M aA  +  ε ΙAx i  1.39.8 

MC =  ε ΙCx I 1.40.8 

 مستوى تماثل للجسم الجاسئ، Ayzة بمكان دراسة الحالة التي يكون فيها مستوى الحركة ومن الأهمي
 لمركز الكتلة، rCعندئذٍ يتلاشى متَّجِه الموضع . Cذلك أن محور الدوران يمر في مركز الكتلة  مضافاً إلى

 و 35.8 وتؤول المعادلتان .Ιxy = Ιxz = 0 و rC = 0 للصفر، أي أن مساويين Ιxz و Ιxyوعزما القصور النابذين 
    قياسياً إلى الشكل التالي39.8

Fx = 0 , Fy  = M Ayy&&  ,  Fz  = M Azy&&  1.35.8 
MAx  =  ε IAx ,  MAy  = 0 ,  MAz  = 0 2.40.8 

 أسـئـلـة مـحـلـولــة 
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   الزخَم الزاوي للنظام7.8
 فإن الزخَم 3.5 للمعادلة i، وبإضافة الرمز 3.5 و1.5زخَم الزاوي للجسيم في البندين لقد ورد مفهوم ال

   iالزاوي للجسيم 
Li  =  ri  ×  mi vi  

المجموع . r1 ،r2 ،.... ،rn ومتجهات مواضعها m1 ،m2 ،..... ،mn، كتلها nاعتبر فئة من الجسيمات عددها 
  الجسم الجاسئ بالنسبة إلى نقطة الأصل يمثل الزخم الزاوي لنظام الجسيمات الاتجاهي لزِخَام جميع جسيمات 

L = Li    ⇒    L =  
i =1

n

∑ ri  ×  mi vi    =  
i =1

n

∑ mi ri  × (ω×ri  ) 

  ، نكتب الزخم الزاوي للنظام 2.8 شكل،  ri   = rC + r’iوباستبدال  

L = 
i =1

n

∑ ( rC  + r’i  ) ×  mi vi   =  
i =1

n

∑ rC × mi  vi    + 
i =1

n

∑ r’i  × mi vi   41.8 

 مركزةً M، يساوي الزخم الزاوي لكتلة النظام 5.8المجموع الأول، فبعد ترتيبه وربطه بالمعادلة : أو كمجموعين
  vC عندما تتحرك بالسرجهة Cفي مركز كتلته 

LC = rC ×
i =1

n

∑ mi  vi   =  rC × M vC  1.42.8 

    ، والتي تربط بين سرجهتي مركز الكتـلة وسرجهة الجسيم المختار، 68.2والمجموع الثاني، نستخدم المعادلة 
vi   = vC  +  viC فنكتب ،  

Lρ = 
i =1

n

∑ r’i  × mi   (vC  + vi  C )  = 
i =1

n

∑ mi  r’i × vi  C +
i =1

n

∑ mi  r’i  × vC 

   ة أولهما ، يشكل مجموع الزخَام الزاوِية لكل جسيمات النظام بالنسبة إلى مركز الكتل: أو كمجموعين جديدين

Lρ = 
i =1

n

∑  mi  r’i  × vi  C  2.42.8 

ومتجهات مواضعها يساوي صفراً، لأن وثانيهما، حاصل ضرب العزم الاستاتيكي لمجموع كتل جسيمات النظام 

r’C=0 أي أن 4.8، وأيضاً بالقياس على معادلة ،
i =1

n

∑mi r’i =  M r’C  =  0 . وبالتالي يكون الزخم الزاوي الكلي

    42.8للنظام مساوياً للمجموعين الواردين في المعادلتين 

L = rC × MvC +
i =1

n

∑ mi  r’i   × vi  C 43.8 

، Oالزخَم الزاوِي للنظام بالنسبة إلى نقطةٍ ثابتةٍ، مركز إطار الإسناد القصوري  تبين أن 43.8هذه المعادلة 
، عندما تتحرك بسرجهة مركز الكتلة C، مركزةً في مركز كتلته Mيساوي الزخَم الزاوِي لكتلة النظام الكلية 

vCخَام اة لكل جسيمات النظام بالنسبة إلى مركز كتلة النظام، مضافاً إليه مجموع الزاوِيلز.  
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، أن متجه 2.8 الشكليتضح من . اعتبر الآن ماذا يحدث إذا تغيرت نقطة الأصل للنظام الإحداثي
. ، كما لا تتغير مشـتقاتها الزمنيةr’i يتغير، بينما لا تتغير متجهات الموضع النسـبية rcالموضع لمركز الكتلة 

، يعتمد الحد الأول على موقع نقطة الأصل، 43.8ففي التعبير العام للزخم الزاوي للنظام، معادلة ،  ذلكوعلى
وفي سياق ذلك ؛ . كنقطة الإسـناد لتعريف الزخم الزاوي؛ بينما لا يعتمد الحد الثاني على النقطة المذكورة

جسيمات في حالة سكون فإن زخَمه الزاوِي إذا كان مركز كتلة نظام ما من ال: دراج النظرية التاليةإنستطيع 
 ولإثبات صحة هذه النظرية، سنعتمد الحالة الخاصة فقط التي .يظل على حاله بالنسبة إلى جميع نقاط الإسناد

الكلي مساوياً   ويكون الزخَم الزاوي43.8عندئذ يتلاشى الحد الأول في المعادلة . يكون فيها مركز الكتلة ساكناً
إذا كان مركز الكتلة : وللتعبير عن ذلك بصورة أخرى نقول. لحد الثاني الذي لا يعتمد على اختيار نقطة الأصلل

  . ساكناً، فإنه يمكن حساب الزخَم الزاوي بالنسبة إلى أية نقطةِ إسنادٍ وتكون النتيجة واحدةً في جميع الحالات

  1.8مثال 

سابقةِ بمثالٍ بسيط يمكن التدليل على النتيجة العامة ال
 و Aفالجسيمان . 8.8 شكللنظام مكونٍ من جسيمين فقط، 

B متساويا الكتلة، كتلة كل منهما m وسرعته ،v . وهما
، الواقع على ′Oعلى البعد نفسه من مركز كتلهما الساكن 

 Aوبذلك يكون مقدار الزخم الزاوي للجسيمين . Ozالمحور 
   Oz، بالنسبة إلى المحور Bو 

LA =LB =  m v h  

yx

z hh

A B

D
E

dL

O

O’ F

  
  8.8 شكل

 وللأعلى، فإن مقداري المتجهين يجمعان عددياً للحصول على Ozوبما أن للزخمين الزاويين الاتجاه نفسه، موازٍ للمحور 
  المقدار الكلي 

L   =  LA   +   LB   =   2 m v h 
. لنسبة إلى النقطة الواقعة في منتصف المسافة بينهما باB و Aويساوي هذا المقدار الزخم الزاوي الكلي لزوج الجسيمات 

. r = 0فلا يكون لهذا الجسيم زخم زاوي بالنسبة إلى موقعه ذاته .  نقطة إسنادٍ تقع عند موضع أحد الجسيمينالآناعتبر 
 m v h 2الزاويين ، ويكون مجموع الزخمين m v h 2، فيكون زخمه الزاوي2h أما الجسيم الثاني الذي يبعد الآن المسافة 

فيكون الزخمان الزاويان . B عن الجسيم d بحيث تبعد المسافة DE على الدليل F إذا اخترنا النقطة ،وأخيراً. مرة ثانية
   ، بالنسبة إلى هذه النقطة الإسنادية B و Aللجسيمين 

LA =  m v ( 2 h - d ) , LB  =  m v  d 
  ليكون للمجموع مرة أخرى نفس القيمة 

L   =  LA   +   LB   = m v ( 2 h - d ) + m v d  =  2 m v h 
  الزخَم الزاوِي المداري والزخَم الزاوِي المِغزلي

يحتوي .  يمكن تقسيم الزخَم الزاوِي الكلي لنظام ما إلى جزأين مختلفي الشكل تماما43.8ًوفْقَاً للمعادلة 
المداري أو الدوراني   والخواص الكينماتيكية لمركزها، ويسمى الزخَم الزاوِيالجزء الأول على الكتلة الكلية فقط

Orbital .اوِيخَم الزوأما الجزء الثاني فهو الز  اوِيخَم الزللنظام بالنسبة إلى مركز كتلته؛ ويسمى هذا بالز
   نجد أن43.8 ومعادلة الاسمينة باستخدام هذين ولتلخيص النتائج السابق. Spinالمِغزلي أو غالباً مجرد الغَّزل 
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L = rC  × MvC +
i =1

n

∑ mi  r’i × vi C = Lorb  +  Lspin 

  حيث إن 
Lorb =  rC  ×  M vC  44.8 

اوِيخَم الزالمداري؛ بينما  الز  

Lspin  =  
i =1

n

∑  mi  r’i  ×  viC 45.8 

اوِيخَم الزغزليالم الز .اوِيخَم الزل هو الزكان المركز  والغَّز لنظام محسوباً بالنسبة إلى مركز الكتلة، سواء
 مثلاً -فإذا كان جسـم ما . ساكناً أو متحركاً؛ إذ إنه خاصيةٌ ذاتيةٌ للنظام، مستقلةٌ عن نقطةِ إسـنادِ المشـاهد

ها، فإن زخمه /حول محورٍ سـاكنٍ يمر عبر مركز كتلته يدور -خُذْروفٌ أو مروحةُ طائرةٍ جاثيةٍ في موقفها 
وبصورة أعم ؛ فقد يكون مركز الكتلة متحركاً، وفي هذه الحالة . الزاوِي يكون مسـاوياً لزخمه الزاوِي الكلي

الزخَم ف. على كل حال، فإن الغزل ذاته مسـتقلٌ عن الحركة الجِرمِية. يكون الغَّزل فقط جزء من المجموع
اوِيالمغزلي للأرض، مثلاً، لا يعتمد على السرعة المدارية للأرض؛ ويحسب كما لو كان محور الأرض  الز
  . ساكناً

، التي 3.5المداري لنظام، والمعادلة  الزخَم الزاوِي  التي تعرف44.8إن التشابه واضح بين المعادلة 
اوِيخَم الزخَم . لجسم مفرد تعرف الزالمداري لنظام يساوي الز اوِيخَم الزوعلى ذلك، نستطيع القول إن الز

اوِيلجسيم، كتلته  الزMفي مركز الكتلة كزرالمداري للأرض بالنسبة إلى .  م اوِيخَم الزولذلك حتى نحسب الز
وبما أن الزخَم الكلي لنظام . ضوع عند مركزها، موMEالشمس، مثلاً، تستبدل الأرض بجسيم كتلته كتلة الأرض 

  ، فإنه يمكن تعريف الزخَم الزاوِي المداري بالعلاقة29.8، معادلة MvCيساوي 
Lorb = rC  × K 

المداري،  فالزخَم الزاوِيL =r × K .التي تشبه إلى حد كبير المعادلة الواردة في الباب الخامس للجسيم المفرد 
  . ل الزخَم الزاوي لجسيم، يعتمد على نقطة الإسناد المختارةمثله مث
  2.8مثال 

 اجرحكتلته أسطوانيد ،m ونصف قطره ، R يتدحرج على سطح أفقيٍ أملس بسرجهة ،v ٍوبخط سير مواز ،
) ستوى الأفقيمسقط مركز كتلته على الم(في اللحظة التي تبعد فيها نقطة تلامس الدحراج   . 9.8 شكل ، Oyللمحور 

، أوجد الزخَم الزاوي الدوراني والمغزلي، بالنسبة إلى نقطة الأصل المختارة؟ وما L المسافة Oعن نقطة الأصل المختارة 
  زخَمه الزاوي الكلي؟ 

  . R = 50 [cm] و 2L = ،v = 2 j [m/s] ،m = 50 [kg][m] :المعطيات 
  الـحـل 

  واص مركز الكتلة الكينماتيكيةنحدد خ
rC  = Lcos45°i+Lsin 45° j +Rk =1.42 cos 45° i +1.42 sin 45° j + 0.5k 

rC  = i  + j + 0.5k 
vC  = 2 j [m/s]  
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  44.8وبذلك يكون الزخم الزاوي المداري، معادلة 

Lorb  = M rC × vC = 50 
i j k
1 1 0 5
0 2 0

.   = - 50 i +100 k [kgm2/s] 

 كيلوغرام متر تربيع لكل ثانية، يميل تقريباً بالزاوية 106.83ا متَّجِه مقداره وهذ
o
 عن الاتجاه الرأسـي، وهو 26.56

. ، فنعتبر الحركة بالنسبة إلى مركز الكتلةLspinولإيجاد الزخَم الزاوي المغزلي . vC  ،rCعمودي على كلٍ من المتجهيين 
ويقع كل عنصر كتلة على نفس البعد عن مركز الكتلة، كما يتحرك كل عنصر كتلة نسبة حركة الدحراج دائريةً ومنتظمة، 

وعليه؛ ومن . 9.8 شكل في نفس النقطة، ρإلى مركز الكتلة بنفس السرعة، وتتعامد سرجهة هذا العنصر مع نصف القطر 
 فالزخَم الزاوي المغزلي يساوي وهكذا.   هو نفسه لكل عنصر كتلة ρi×vic يكون حاصل الضرب الاتجاهي 45.8المعادلة 
  المجموع

Lspin =  
i =1

n

∑ mi ρi  × vi  c =M ρ × vc 

، ومقداره  Oxوهذا متجه في الاتجاه السالب لمحور 
Lspin=Mρ×vc  

Lspin = 50 × 0.50 ×2 = -50 i [kgm2/s]  
 أما الزخم الزاوي. وهو؛ بالطبع لا يعتمد على موقع نقطة الأصل

  الكلي فيكون 
L = -100 i + 100 k [kgm2/s]  

R

r

L

x

z

y

y

x

45o 

45o 

O

R

  

9.8شكل 

1.7.8اويخَم الزر الزللأنظمة والأجسام الجاسئة  تَغَي   
  تم تعريف مفهوم الزخَم الزاوِي 7.8وفي البند . 1.5لقد تم تعريف الزخَم الزاوي للجسيم في بند 

صبح واضحاً أن الزخَم الزاوِي ألقد . ي للجسيم بدلالة زخمه وموضعهوبشكل عام يعرف الزخَم الزاوِ. للأنظمة
والزخَم الزاوِي لنظام معين هو . مفهوم اتِّجاهِي ، وإتجاهه هو الاتجاه المحوري الذي يعرف بقاعدة اليد اليمنى

تحت أي : لة مهمة تتطلب الإجابةلكن هناك أسئ. المجموع الاتجاهي للزخام الزاوية للجسيمات المكونة للنظام
ظرفٍ يكون الزخَم الزاوِي محفوظاً؟ وماذا نحتاج لتغير الزخَم الزاوِي لنظام؟ ثم ما هو قانون تغير الزخَم 

  .الزاوِي؟ إن الإجابة على السؤال الأخير تعطي الإجابة على السؤالين الأوليين

ولذلك يمكن اشتقاق قانون تغيره . ف رياضياً بدلالة مفاهيم معروفة والحقيقة أن الزخَم الزاوِي يعر
 مع إضافة i للجسيم 8.5فنبدأ من معادلة . رياضياً من قوانين نيوتن دون الحاجة إلى أساس تجريدي جديد

  مجموعة القوى الداخلية المؤثرة على هذا الجسيم 

( )d
dt

nL
M M Fi

i
j
j i

ij= +
=
≠

∑
0

 

  ، ثم جمع المعادلات الناتجة هندسياً نحصل على i  =1,2,.......,nات النظام وبكتابة نفس المعادلة لكل جسيم
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d
dt

d
dt

n

F

nnL L M M F= = +
= =

≠
=

∑ ∑∑i

i 
ij

j
i i

 i1 01

( )  

  أو بشكلٍ مختصر 
d
dt F
L M L M F= ⇒ =& ( )  46.8 

 قانون 46.8وتمثل المعادلة . حيث يساوي المجموع الثاني صفراً ، انطلاقاً من الخاصية الثانية للقوى الداخلية
للنظام بصورة تفاضليةتغير الز اوِيللنظام يساوي عزم الدوران للقوى :خَم الز اوِيخَم الزمعدل تغير الز 

ومن الطبيعي أن نُسنِد كلاً من الزخَم الزاوِي وعزم الدوران إلى نقطة الأصل . حول نفس المركز المؤثرة عليه
  .نفسها

اوِيخَم الزعند دراسة الحركة الدوانية للجسم والنظام 46.8، معادلة  للنظاموتكمن أهمية قانون تغير الز 
، إذ يتم حذف كل القوى الداخلية للنظام impact ونظرية الصدمة gyroscopeبشكلٍ عام، كحركة الجيروسكوب 

  . غير المعروفة أصلاً

2.7.8اوِيخَم الزللنظام  قانون حفظ الز  
 فإن الزخَم الزاوِي للنظام ،رة على النظام المعين يساوي صفراًإذا كان عزم الدوران لكل القوى المؤث

  يكون ثابتاً مقداراً واتجاهاً
d
dt

constL L= ⇒ =0 .  47.8 

وكما هو معروفٌ، ينشأ . أي أن الزخَم الزاوِي لنظام يثبت مقداراً واتجاهاً عندما يتلاشى عزم الدوران الخارجي
فغواص . نظام بينما ينشأ العزم الداخلي من داخل النظام، وهذا الأخير يساوي صفراًالعزم الخارجي من خارج ال

وهذا . هوائي هابطٌ من طائرةٍ في الهواء، مثلاً، يبدأ بالدوران حول نفسه بعد مرور بعض الوقت من قفزته
ولو سقط الغواص . الدوران لا يحدث من حركة عضلاته أو أطرافه بل بسبب عزومٍ أثر بها الهواء على الغواص

  .في فراغ خالٍ من الهواء، لما استطاع تغيير زخمه الزاوي بواسطة أي التواءٍ لجسمه على الإطلاق

وإذا كان عزم الدوران الرئيسي للقوى الخارجية المؤثرة على النظام ذا قيمةٍ محددة، لكن إحدى مركباته 
   تساوي مقداراً ثابتاً Ozم الزاوِي على المحور  مثلاً، فإن ذلك يستلزم أن مركبة الزخMfz = 0َصفراً، 

dL
dt

constz
zL= ⇒ =0 .  1.47.8 

 
________________________  

 .أنظر المورد. الخ.....تستخدم لحفظ توازن الطائرة أو الباخرة ولتحديد الاتجاه أداة :الجيروسكوب 5
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  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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  للجسم الجاسئالطاقة الحركية للأنظمة و 8.8

  الطاقة الحركية للنظام 1.8.8

وحيث أنه . الطاقة الحركية لنظام هي الكمية القياسيةٌ المكافئة لمجموع الطاقات الحركية لمكوناته الجزئية
ويكون للنظام . من غير الممكن أبداً أن تكون سالبةً، فإن أي طاقتين حركيتين تأتلفان معاً لتعطيا طاقةً حركيةً أكبر

غير أن الطاقة الحركية لنظام ما لتتسم بسِمةٍ .  حركيةً صِفرية فقط إذا كانت جميع مكوناته الجزيئية ساكنةطاقةً
             وباستبدال. طاقة الحركة الداخلية وطاقة الحركة الجرمِية: بسيطةٍ واحدة، إذ يمكن فصلها إلى جزأين

vi  = vC +  vi  C فإن طاقة حركة النظام تساوي مجموع الطاقات الحركية لكل 8.2 شكل، و68.2 من المعادلة ،
  الجسيمات المكونة له 

T m
n

=
=

∑ 1
2

2

1
i i

i

v   = 1
2 1

m C C

n

i i i
i

( ) ( )v v v v  + ⋅ +
=

∑ C C   

T m
n

C C= + ⋅ +
=

∑1
2

2
1

2
i

i
i i( )v v v vC C

2  

  أو كثلاثة مجاميع

T m m mC

n

C

n

C

n

= + ⋅ +
= = =

∑ ∑ ∑1
2

1
2

2 1
2

2

1 1 1
i

i
i i

i
i i

i

v vv v C
2  49.8 

  المجموع الأول

1
2

1
2

1
2

2

1 1

2 2m m MC

n n

C Ci
i

i
i

v v v
= =

∑ ∑=











=  1.50.8 

لحركية الانتقالية للنظام، وهو يساوي نصف حاصل ضرب كتلة النظام الكلية ومربع سرعة مركز يمثل الطاقة ا
  إذ يمكن كتابته على الصورة . 4.8أما المجموع الثاني فيساوي صفراً، قياساً على المعادلة . كتلته

 1
2

2 0
1 1

m mC

n

C

n

i i
i

i i
i

v v v v⋅ = ⋅ =
= =

∑ ∑C C  2.50.8 

الجزيئات،  سيمات النظام الناتجة من حركاتها الداخلية كاهتزازوأخيراً، يساوي المجموع الثالث الطاقة الحركية لج
  وباختصار؛ فإن طاقة حركة النظام . وهذه تساوي صفراً

T M mC C

n

= +
=

∑1
2

1
2

2 2

1

v vi i
i

  50.8 

 طاقة حركة النظام عند حركته :Kِnig كينيجومن هذه المعادلة يمكن صياغة النظرية التالية التي صاغها 
 لمركز كتلته مضافاً إليها طاقة حركة كل الجسيمات المكونة للنظام عند الانتقاليةركة المطلقة تساوي طاقة الح

  . حركتها النسبية بالنسبة إلى مركز الكتلة
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  الطاقة الحركية للجسم الجاسئ 2.8.8
، متَّجِهات مواضعها  mi، كتلها  ∞→n ،nإذا كان الجسم الجاسئ مركباً من فئة من الجسيمات، عددها 

riهاتها   وسرجvi  ،i  = 1,2,...,n فُ رياضياً بالمجموع الهائلرفإن طاقة الجسم الجاسئ الحركية تُع ،  

T m
n
m

n

i

=
→∞

→ =
∑lim

0

2

1 2i
i

i

v
   1.51.8 

  وإذا كنا نعالج توزيعاً مستمراً للكتلة، فإن هذا المجموع يؤول إلى التكامل 
T dm

M

= ∫1
2

2v    2.51.8 

  : ونستطيع تمييز الحالات الخاصة التالية. Mأن يشمل حداه الجسم بأكمله وهذا تكاملٌ محدود ينبغي 

  الانتقالية الحركة 
إذا كان الجسم الجاسئ يتحرك حركةً انتقاليةً فإن كل جسيمٍ فيه يعاني نفس الإزاحة ويتحرك بنفس 

  وعليه فإن الطاقة الحركية الكلية. السرجهة؛ أي سرجهة مركز الكتلة

T M C=
1
2

2v  52.8 

 وسرعته Mوالتي تكافئ الطاقة الحركية لجسيمٍ مفرد، كتلته 
vC.  

  الحركة الدورانية حول محور ثابت
 Ozإذا كان الجسم الجاسئ يدور حول محور ثابت، 

ستدور في مدارات ) عناصر كتلته(مثلاً، فإن كل جسيماته 
ويمكن التعبير عن . 10.8 شكلدائرية حول المحور نفسه، 

 للجسيم الاعتباطي بدلالة مضروب بعده عن viعة  السر
 لدوران الجسم ω في السرعة الزاوية aiمحور الدوران 

 بصيغة 1.51.8وعليه تكتب المعادلة . vi =ai ωالجاسئ، 
  مغايرة  

O y

x

z

ai 

vi

ji

k

P

ω

ri

ω 

  
10.8 شكل
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ω  1.53.8 

  امل آخر إلى تك2.51.8وتؤول المعادلة الثانية 
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T dm a dm a dm
M M M

= = =











∫ ∫ ∫

1
2

1
2

1
2

2 2 2 2v ( )ω ω  2.53.8 

لتكامل المحدود في المعادلة الثانية، لأولى وا، وهما المجموع في المعادلة ا53.8 ليتبين لنا أن معاملي المعادلتين 
من الجسيمات ) المتقطعة(يمثلان في الوقت نفسه عزم قصور الجسم الجاسئ أو النظام ذي الفئة المتميزة 

Ι z

n

m a=
=

∑ i i
i

2

1

Ιللمادة ) متصل(، أو عزم قصور جسم مستمر  z
M

a dm= ∫   ولهذا نكتب . 2

T z=
1
2

2Ι ω  54.8 

ونقطة البداية هي . ومن السهولة بمكان اشتقاق علاقةٍ مهمة بين عزم الدوران ومعدل تغير الطاقة الحركية
 يكون الزخَم الزاوِيOz لحركة الجسم الجاسئ الدورانية حول المحور ف. 46.8قانون تغير الزخَم الزاوِي، معادلة 

  46.8 للمعادلة المذكورة z، وتكون مركبة Lz =Iωمساوياً لحاصل ضرب عزم القصور في السرعة الزاوية 
d
dt

d
dt

M
Z

F Z Fz
L M= ⇒ =

( )Ι ω  

  وبعد ضرب الطرفين في السرعة الزاوية وترتيبهما 
d

dt
Mz

( / )Ι ω
ω

2 2
=  

  أو
dT
dt

P=  55.8  

أي أن معدل تغير الطاقة الحركية يساوي القدرة، ولذلك نحصل على تعبيرٍ للقدرة التي يبذلها عزم الدوران على 
  جسمٍ جاسئ

P  =  Mz ω 56.8 
الانتقالية هذا وقد  لُخصت الصيغ المتناظرة للحركتين . 19.8 والمعادلة 56.8 الواضح بين المعادلة التشابهلاحظ 

  .1.8 في الجدول ةوالدوراني

  صيغة الحركة الدورانية  صيغة الحركة الانتقالية   الكمية الفيزيائية 
F  التسارع  a= =m m

d
dt
v   Mz = I z ε = I z 

d
dt
ω  

T  الطاقة الحركية  M=
1
2

2v  1
2

2I ω  

 dA = F ⋅ dS dA = Mz dϕ  الشغل 
 P = F ⋅ v P =  Mz ω  القدرة

  الصيغ المتناظرة للحركتين الانتقالية والدورانية : 1.8 جدول

  



  230

  الحركة المستوية
لذلك فطاقة حركة . يمكن تمثيل الحركة المستوية كمجموع حركتين إحداها انتقالية والأخرى دورانية

1كة الانتقالية لمركز الكتلة الجسم الجاسئ تساوي المجموع الجبري لطاقة الحر
2

2M Cv وطاقة الحركة الدورانية 

1للجسم حول مركز كتلته 
2

2ΙC ω . ًأو رياضيا  

T M C C= +
1
2

1
2

2 2v Ι ω  57.8 

  . C ة عزم قصور الجسم الجاسئ حول محور الدوران المار في مركز الكتلΙCحيث 

  كة النظام قانون تغير طاقة حر3.8.8
 يسري بصورة 25.5 - 23.5 للجسيم المادي، والمعادلات 5.5إن القانون الذي سبق إثباته في البند 

 iوبالتالي؛ إذا درسنا حركة جسيم ما من جسيمات النظام، . صحيحة لكل جسيمٍ من جسيمات النظام الميكانيكي
 لقانون iعندئذ؛ بإضافة الرمز السفلي . viو   vio ، وسرجهتاه في اللحظتين الابتدائية والنهائيةmiمثلاً، كتلته  

  ، نحصل على 1.24.5التغير في طاقة حركة الجسيم بصورته التكاملية، معادلة 
1
2

mi  vi
2  - 1

2
mi vi o

2   =  Ai i  +  Ai e  58.8 

، Aie من باقي الجسيمات في النظام، بينما iؤثرة على الجسيم شغل كل القوى الداخلية الم Aiiحيث يعرف المقدار 
 إلى شغل القوى Aiiلقد أضيف شغل القوى الداخلية . شغل كل القوى الخارجية المؤثرة على الجسيم نفسه

 على i ≠ j = 1,2,....n، لأن كل القوى المؤثرة من جسيمات النظام الأخرى 1.24.5 في المعادلة Aieالخارجية 
  .  قوى خارجيةالجسيم

 vi، وسرجهاتها mi ، كتلها  n ، i = 1,2,3,....nوللنظام المكون من مجموعةٍ من الجسيمات، عددها 
   لكل جسيمٍ من جسيماته، ومن ثَم جمع كل المعادلات الناتجة حداً حداً يعطي 58.8فإن كتابة المعادلة 

1
2

1
2

2 2m v m v A Ai i i i i i
i i i i=1

n

o
=1

n

i
=1

n

e
=1

n

∑ ∑ ∑ ∑− = +  

  أو بشكل أكثر اقتضاباً
T - To   = Ai  + Ae  59.8 

   بالترتيب t والمعينة to المجموعان الجبريان لطاقتي حركة نظام الجسيمات في اللحظة الابتدائية T و Toحيث إن 

T m vo

n

=
=

∑ i
i

i
1

2
o , T m v

n

=
=

∑ i
i

i
1

2  

 الشغل الكلي لجميع القوى الداخلية المؤثرة على جسيمات النظام Aiمن جهةٍ أخرى، يمثل الرمز 

A Ai i

n

=
=

∑ i
i 1

Aفيمثل الشغل الكلي لجميع القوى الخارجية المؤثرة على النظام  Ae، أما الرمز  Ae e

n

=
=

∑ i
i 1

 .



  231

 تغير الطاقة الحركيه : قانون تغير طاقة حركة النظام بصورة تكاملية58.8وعلى هذا الأساس تعرف المعادلة 
ما يساوي مجموع الشغل الكلي الذي تبذله كل القوى الخارجية لنظام جسيماتٍ معين عند معاناته إزاحةً 

  .والداخلية المؤثرة على النظام في هذه الإزاحة

 التي تسري على 23.5ويمكن التعبير عن هذا القانون بدلالة التغير في طاقة النظام الحركية؛ من معادلة 
  أي جسيم من جسيماته 

d (
1
2

mi  vi
2 )=dAi  i   +  dAi   e 

 أختير بشكل اعتباطي، فإن كتابة المعادلة المذكورة أعلاه لكل جسيمٍ من جسيمات النظام iوحيث أن الجسيم 
  وجمعها حداً حداً ينتج المعادلة

d m v d A d A1
2

2
i i i i







= +∑ ∑ ∑
i i i=1

n

i
=1

n

e
=1

n

 1.60.8 

  أو
dT   =   dAi   +  dAe  2.60.8      

المشتقة الأولى لطاقة حركة النظام تساوي : ام بصورة تفاضليةوالتي تعبر عن قانون تغير الطاقة الحركية للنظ
  .الشغل الكلي المبذول على جميع أجزاء النظام خلال الفترة الزمنية المعينة

  ة ــــولـلـحـةٌ مـلــأسئ

سنعتبر البكرات عديمة الـوزن وملـساء والحبـال عديمـة الـوزن والاسـتطالة مـا لـم يـرد             : تنبيـــه
  .عكس ذلك
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   دالمبير لنظام الجسيمات المقيد  مبدأ9.8
إذ يجب تحرير . مبدأ دالمبيريمكن تعريف وكتابة المعادلة التفاضلية لحركة الجسيم المقيد استناداً إلى 

الجسيم من قيده، وإضافة قوة رد فعله وقوة قصوره المناظرة إلى القوة المؤثرة على الجسيم والتي يساوي 
 من هذا النظام، مختارmi ، كتلته i، والجسيم nظاماً، ذا فئة جسيمات عددها لنعتبر ن. مجموعها الهندسي صفراً

 أو معادلة مبدأ دالمبيرفطبقاً ل. Ri وقوة رد فعل القيد Fiتؤثر على الجسيم القوة الخارجية  . بشكلٍ اعتباطي
   لمتغيراتها يكون  i بعد إضافة الرمز 54.4

Fi + Fi,in +  Ri   = 0 61.8  

  ملية لكل جسيمات النظام، وجمع المعادلات الناتجة حداً حداً نحصل على وبتكرار الع

F F Ri i ,
i

i
ii

+ + =
= ==

∑ ∑∑ in
1

n

1

n

1

n

0  62.8 

  أو
F  +  Fin +  R   = 0 63.8 

Fنظام الجسيمات القوى الخارجية المؤثرة على) المتجه الرئيسي لكل( محصلة Fحيث إن  F=
=

∑ i
i 1

n

 R، و

Rالنظام ارجية المؤثرة علىمحصلة ردود أفعال القيود الخ R=
=

∑ i
i 1

n

 محصلة قوى قصور Fin، وأخيراً 

Fiجسيمات النظام
i

,in
1

n

=
∑ Fin = . لنظام الجسيمات المقيدمبدأَ دالمبير تمثلان 63.8 و 62.8هاتان المعادلتان  :

ي للمتجهات الرئيسية الثلاث، القوة في كل لحظةٍ زمنيةٍ أثناء حركة النظام المقيد يكون المجموع الهندس
 Fin المؤثرتان على نظام الجسيمات المتحرك وقوةَ قصوره R وقوة رد فعل القيود الخارجية Fالخارجية 

  .مساوياً للصفر

، المقاس من مركز الإطار القصوري الثابت ri بالمتَّجِه iمن جهةٍ أخرى؛ إذا حدد متجه موضع الجسيم 
Oمن الجهة اليسرى يكون62.8 المتجه في المعادلة الإتجاهية ؛ فإن حاصل ضرب هذا   

r F r F r Ri i i i ,
i

i i
ii

× + × + × =
= ==

∑ ∑∑ in
1

n

1

n

1

n

0   64.8 

  أو بشكلٍ مختصر 

MF    +    Min     +    MR  = 0 65.8 

، MF   = F × rF عزم الدوران الرئيسي لمحصلة القوى الخارجية المؤثرة على نظام الجسيمات MFحيث أن 
، Oان لكل القوى الخارجية المؤثرة على جسيمات النظام بالنسبة للمركز الثابت ويساوي محصلة عزوم الدور

M F rF = ×
=

∑ i i
i 1

n

، ويساوي محصلة  MR = R × rR العزم الرئيسي لمحصلة ردود أفعال القيود الخارجية MR و 
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Rالنظام بالنسبة للمركز الثابت عزوم كل ردود أفعال القيود الخارجية المؤثرة على ri i
i

×
=

∑
1

n

 Min، وأخيراً 

، ويساوي محصلة عزوم كل قوى قصور Min  = Fin × riالعزم الرئيسي لمحصلة كل قوى قصور جسيمات النظام 

Fجسيمات النظام بالنسبة للمركز الثابت ri i
i

,in
1

n

×
=

∑ Min  =  . في : يمكن القول5ولهذا ؛ استناداً إلى المعادلة 

 MFيةٍ أثناء حركة النظام المقيد يكون المجموع الهندسي لعزم الدوران الرئيسي للقوى المؤثرة كل لحظةٍ زمن
المؤثرة على النظام المتحرك مضافاً إليهما العزم لقوى  MRوالعزم الرئيسي لقوى ردود أفعال القيود الخارجية 

  .مساوياً للصفر Minقصوره 

وذلك لنظام الجسيمات غير المقيد بقيودٍ خارجية، حينئذٍ؛ ، 63.8ويمكن دراسة الحالة الخاصة لمعادلة 
  وتؤول نفس المعادلة إلى الشكل المختصر . R   =  0يتلاشى المجموع الثالث، 

F + Fin = 0  66.8 

  ، وتؤول المعادلة المذكورة إلى الشكل التالي MR   =  0 ، 65.8كما يتلاشى المجموع الثالث في المعادلة 

MF  +  Min    = 0 67.8 

، 10.8 أو 9.8 قانون نيوتن الثاني لنظام الجسيمات الحر، لتكافئ أيٍ من المعادلتين 66.8حيث تمثل المعادلة 
  . 46.8 قانون تغير الزخم الزاوي لنظام الجسيمات، والتي تكافئ المعادلة 67.8بينما تمثل المعادلة 

دالمبير يسهل عملية حل المسائل لإنهما لا  المستنبطتين من مبدأ 65.8 و 63.8إن استخدام المعادلتين 
إذ إن محصلة القوى الداخلية ومحصلة عزومها حول مركز أطر الإسناد القصورية . تحتويان أيةَ قوى داخلية

 فهما مناسبتان لدراسة الجسم الجاسئ أو نظام الأجسام الجاسئة، ولا 67.8 و 66.8أما المعادلتان . يساوي الصفر
إن استخدام مبدأ دالمبير يساعد .  نفسهما كافيتين لدراسة حركة النظام المتغير زمنياً دراسةً وافيةتعتبر المعادلتان

 63.8على حل الكثير من مسائل النظام المقيد، كإيجاد ردود أفعال القيود الخارجية، وذلك من مساقط المعادلتين 
  . كل الجسيمات ودراسة كل جسيم على حدةأما إيجاد ردود الأفعال الداخلية ، فيتطلب الأمر فصل . 65.8و 

  أسـئلـةٌ مـحـلـولـة 
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ــاب  البــــــ
  التاســــع   

  

  

  

  

  

  IMPACTالتصادم  
يعتبر ارتطام جسمين بعضهما ببعض بحيث يؤثر كل جسمٍ على الآخر بقوةٍ كبيرةٍ ويحدث ذلك في زمنٍ 

وفي الحقيقة، تتبدى تصادماتٍ ثنائيةٍ في العديد من حقول الطبيعة بدء . صغيرٍ جداً مثالاً على التصادم بين جسمين
وما يهمنا هنا هو دراسة التأثير الميكانيكي للصدمة على الجسم . وانتهاء بالجسيمات الأوليةبكرات البيلياردو 

  .المتحرك، أي معرفة حركته قبل وبعد تصادمه مع جسمٍ آخر) النظام(

 الثاني، الذي باتجاه v1يتحرك الأول بالسرجهة . 1.9 شكل، m2 وm1اعتبر جسمين أملسين، كتلتاهما 
 الاتجاه مع α تصنع الزاويةَ u1، بعيد التصادم، بسرجهةٍ 1فيتشتت الجسم . v2 = 0، يكون في حالة سكون

وتبعاً لذلك فإن .  نفسه للحركةالاتجاه مع β تصنع الزاويةَ u2 بسرجهةٍ 2 للحركة؛ بينما يرتد الجسم الابتدائي
ونما انقطاع، وذلك تحت تأثير قوةٍ  بالتحديد تتغيران تغيراً متصلاً وداوسر جهتيهم 2 و 1حركة كلٍّ من الجسمين 

  .  خلال فترةٍ زمنيةٍ قصيرةٍ جداImpulse of an Impactًلحظيةٍ تدعى الدفع الصادم 
  

 

  1.9 كلـش
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من هنا يتبدى لنا التصادم كظاهرةٍ فيزيائيةٍ تحدث نتيجة ارتطامِ جسمين أو أكثر بعضهما مع بعض خلال 
التي يحدث فيها التصادم تكون قواه عموديةً على مستوى التلامس المار في وفي اللحظة . فترةٍ زمنيةٍ قصيرةٍ جداً

ويسمى الخط العمودي على مستوى التلامس بين الجسمين . أولِ نقطةِ تلامس بين الجسمين المتصادمين
 كما تدعى الفترة  الزمنية التي يستغرقها  التصادم بفترة. LI، ويرمز له بالرمز مالمتصادمين بخط التصاد

 Centralوبالعادة يدعى التصادم بين جسمين مركزا كتلتيهما على خط التصادم بالتصادم المركزي . التصادم

Impact وعلى النقيض من ذلك، يدعى التصادم اللامتراكز ،Eccentric  Impact بالتصادم الذي يحدث بين 
صادم المركزي عندما تتسامت ومن المهم دراسة الت. جسمين مركزا كتلتيهما لا يقعان على خط تصادمهما

  Direct  Centralسرجهتا الجسمين المتصادمين مع خط تصادمهما، والذي يدعى التصادم المركزي المباشر 

Impact أو لا تتسامت سرجهتا الجسمين المتصادمين مع خط التصادم، ليدعى عندئذٍ بالتصادم المركزي المائل ،
Oblique  Central  Impact  .  

  دلة الأساسية لحركة الجسم عند التصادم المعا 1.9
يؤثر على الأجسام المتصادمة قوى تتغير بمعدلاتٍ كبيرةٍ جداً ، تتراوح قيمها من الصفر وحتى قيمةٍ 

لذلك؛ من الأفضل قياس مقدار التأثير الميكانيكي المتبادل بين الأجسام المتصادمة . عظمى ثم تؤول للصفر
ويعرف دفع القوة رياضياً .  وليس القوة  نفسهاImpulse  of an Impact الصادم  الدفع-بواسطة دفع القوة 

   2.5بالتكامل المحدود، انظر معادلة 

P Fimp imp dt= ∫
0

τ

 1.9 

، ويتحرك mاعتبر جسماً ، كتلته . τ << 1 [s] صغيرةً جداً τوهو بالتالي كميةٌ محددةٌ، وإن كانت الفترة الزمنية 
   6.5نكتب قانون تَغَير زخم الجسم، معادلة . uلتي تغيرت بعيد التصادم مع جسمٍ آخر إلى  اvبالسرجهة 

 m ( u - v ) = Pimp  = Fimp dt
0

τ

∫   2.9 

ثر على ؤأي أن التغير في زخم الجسم عند تصادمه مع جسم آخر خلال فترة الصدمة يساوي الدفع الصادم الم
 المعادلة الأساسية لحركة الجسم عند التصادم، إذ تلعب الدور نفسه الذي يلعبه 2.9دلة وتعتبر المعا. ذلك الجسم

  .قانون نيوتن الثاني في الديناميكا
 بثلاث معادلات قياسية عند إسقاطها على المحاور الديكارتية 2.9ويمكن تعريف هذه المعادلة الاتجاهية 

ما يمكن إيجاد سرجهة الجسم بعيد تصادمه مباشرة من ك. المتعامدة، أو أية مجموعة محاور متعامدة أخرى
  المعادلة نفسها 

u = v  + Pimp / m 3.9 

وعلى الغرار نفسه، إذا . والتي تساوي سرجهة الجسم قبيل التصادم، مضافاً إليها وحدةُ دفع القوة بدلالة الكتلة
، فإن سرجهتيه قبيل التصادم وبعيده ’rوبعيد التصادم بالمتجه ، rعرفنا موضع الجسم قبيل التصادم بالمتجه 

  أو رياضياً. تعرفان كمشتقتي متَّجِهي الموضع
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u r r
= =

d
dt

d
dt

'
, v  

   ينتج أن3.9وباستبدال قيمهما في المعادلة 
d
dt

d
dt m

impr r P'
= +  

  موضعجراء التكامل على طرفي المعادلة الأخيرة مرتين، وحل الناتج بدلالة الإزاحة في متَّجِه الإوب

∆r r r
P

= − = ≅∫' imp

m
dt

0

0
τ

 4.9 

والتي تعني أن إزاحة الجسم نتيجةً للتصادم عن موضعه قبيل التصادم تكاد تكون معدومة، وذلك لصغر الفترة 
  :وعلى هذا الأساس يمكن استخلاص النتائج التالية خلال فترة التصادم. τالزمنية 

  .ية مثلاًكقوة الجاذب همال تأثير القوى غير الدفعية،إ يمكن -1
  .4.9 همال إزاحات الأجسام المتصادمة واعتبار الأجسام ثابتةً في مواضعها، معادلةإ يمكن -2
  .2.9 التغير في سرجهة الجسم محدد، معادلة -3

  قوانين الزخَم عند التصادم    2.9

   قانون تَغَير زخَم الجسيم والنظام 1.2.9
ولأننا نهمل تأثير القوى غير الدفعية .  بشكلها الأصلي أيضا1.5.8ً الناتجة في البند 15.8تحتفظ المعادلة 

     Ko = m vوباستبدال . القوى الدفعية فقط) تأثير(عند التصادم يتبقى في الجهة اليمنى للمعادلة المذكورة أعلاه 
   تؤول للشكل 15.8ليتناسب مع الحالة الجديدة ، قبيل التصادم وبعيده على التوالي، فإن المعادلة  K = m uو

  التالي 
m ( u - v ) = P  5.9 

التغير في زخم الجسيم الصادم يساوي الدفع الرئيسي للقوى الصادمة : وهذا قانون تغير الزخم للجسيم الصادم
  .المؤثرة عليه

 من i، فإن قانون حركة الجسيم الاعتباطي nوبشكلٍ عام، إذا كان النظام مكوناً من جسيماتٍ عددها 
  i  مضافاً إليها الرمز5.9نظام تكافئ المعادلة جسيمات ال

mi  ( ui  - vi ) = Pi  +  P e 6.9 

الدفع الرئيسي للقوى  Pe، بينما i الدفع الرئيسـي للقوى الداخلية المؤثـرة على الجسيم المعين Piحيث أن 
اللحظة نفسها، يمكن كتابة وإذا افترضنا أن كلّ جسيمات النظام تتصادم في . الخارجية المؤثرة على الجسيم نفسه

  وبجمع كلّ المعادلات الناتجة حداً حداً نحصل على المعادلة . nو  ... 2 ، 1لكل جسيمات النظام   6.9المعادلة 

m ei i i
i 

i i i
i i 

( )u P P− = +∑ ∑∑v
 = 1  = 1 = 1

n nn

  

  أو



 264

m ei i i
i 

i
i 

( )u P− =∑ ∑v
 = 1  = 1

n n

  7.9 

Piإذ يساوي الدفع الرئيسي للقوى الداخلية المؤثرة على النظام صفراً ، i
i 

=∑ 0
 = 1

n

 تعرف 7.9هذه المعادلة . 

 التَّغَير في زخَمِ النِّظَام خلال فترة التَّصادمِ يساوي الدفْع الرئِيسي للقوى :قانون تغير زخم النظام عند التصادم
  .الخارجية المؤثرة على النظام

 إلى الشكل الأكثر 5.8ساً على المعادلة  وقيا7.9، تتحول المعادلة Mوإذا كان النظام جسماً جاسئاً، كتلته 
  اقتضاباً 

M  ( uc - vc) =  Pi  e   8.9 

  . سرجهتي مركز كتلة الجسم الجاسئ قبيل التصادم وبعيده على التواليuc و vcحيث أن 

  قانون حفظ زخم الجسيم والنظام  2.2.9
. مؤثرة على الجسيم مساوياً للصفريتحرك الجسيم بنفس السرجهة إذا كان الدفع الرئيسي للقوى الصادمة ال

  فإن ) 7.5انظر معادلة (ورياضياً 
P  =  0 →    m ( u - v )  = 0 

 u = v  9.9 

Piوإذا كان الدفع الرئيسي للقوى الصادمة الخارجية المؤثرة على النظام مساوياً للصفر 
i 

e =∑ 0
 = 1

n

 ،

  ية ، فإن هذا النظام يخضع للمعادلة التال7.9معادلة 

i  = 1

n

∑ mi  ( ui  - vi )  =  0 10.9 

  أو 
m1 u1 + m2 u2+  ......... + mn un  = m v 1  + m2v 2   ....... mn v n  1.10.9 

وعلى نفس المنوال، إذا كان الدفع الرئيسي للقوى الصادمة الخارجية المؤثرة على الجسم الجاسئ مساوياً 
   ، يتحرك الجسم الجاسئ بنفس السرعة قبيل وبعيد التصادم 8.9، معادلة  Pi e=0للصفر

M ( uc - vc ) = 0    ⇒    uc = vc  11.9  

 تبين أن الدفوع الصادمة الداخلية لا يمكنها التسبب بتغير 11.9 - 9.9إن الملاحظة الأولية للمعادلات 
  .زخم النظام أو الجسم الجاسئ

   التصادم      قوانين الزخَم الزاوِي عند3.9

   قانون تَغَيرِ الزخَم الزاوِي للأنظمة والجسم الجاسئ 1.3.9
 mi، كتلته iندرس حركة جسيمٍ اعتباطي من جسيماته . nلنعتبر النظام مكوناً من فئة جسيماتٍ عددها 

الدفع الصادم  iيؤثر على الجسيم . i=1,2,3,....n على التوالي، حيث ui و viوسرجهته قبيل التصادم وبعيده  
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 بالمتَّجه  O بالنسبة لمركز الإحداثيات الثابت iإذا حددنا موضع الجسيم . Pe، والدفع الصادم الخارجي Piالداخلي 
ri ،ٍفإنه طبقاً للنتيجة الثانية الواردة أعلاه، لا يتغير تموضع الجسيم المذكور عند تصادمه مع جسيمٍ آخر لحظتئذ ،

 من اليسار نحصل ri بالمتجه 6.9وإذا ما ضربنا طرفي المعادلة . سيمات النظامكما لا تتغير متجهات مواضع ج
  على 

r u r r P r Pi i i i i i i i i× − × = × + ×m m ev   

  وبكتابة هذه المعادلة لكل جسيمات النظام ثم جمعها حداً حداً 

r r r P r Pi i i
i

i i i
i

i i
i

i
i

× − × = × + ×
= = = =

∑ ∑ ∑ ∑m m
1

n

1

n

1

n

e
1

n

v v  

  أو
Lu   - Lv   = Mpe  12.9 

 متَّجِه الزخَم الزاوي الرئِيسي قبيل التصادم، Lvلرئِيسي بعيد التصادم، بينما   متَّجِه الزخَم الزاوي اLuحيث إن 
. O فهو العزم الرئيسي لدفوع القوى الصادمة الخارجية المؤثرة على النظام حول نفس المركز الثابت Mpeأما 

م حول نفس المركز فيساوي الصفر، وذلك بينما العزم الرئيسي لدفوع القوى الصادمة الداخلية المؤثرة على النظا
التَّغَير في الزخَمِ :  قانون تغير الزخَم الزاوِي للنظام12.9وتمثل المعادلة . Mpi = 0وفقاً لخواص القوى الداخلية 

. نظامالزاوِي للنظام خلال فترة التصادم يساوي العزم الرئيسي لدفوع القوى الصادمة الخارجية المؤثرة على ال
  . إلى نفس نقطة الإسناد نفسهاMpeو  Lومن الطبيعي أن يتم إسناد كلٍ من 

  قانون حفظ الزخَم الزاوِي للأنظمة والجسم الجاسئ  2.3.9
 خَمإذا كان العزم الرئيسي لدفوع القوى الصادمة الخارجية المؤثرة على النظام المعين صفراً، يبقى الز

  أي أن .  مقداراً واتجاهاًالزاوِي للنظام ثابتاً
Mpe =  0  →  Lu   = Lv   13.9 

  .  قانون حفظ الزخَم الزاوِي للنظام خلال فترة التصادم13.9وتمثِّل هذه المعادلة 

Direcالتصادم المركزي المباشر  4.9 t  Central  Im pact  
 لحظة ارتطامها vبت بالسرجهة ، وتسقط عمودياً على سطحٍ أفقيٍ أملس وثاmاعتبر حركة كرةٍ، كتلتها 

إذا كانت . 2.9 شكليؤثر على الكرة لحظة الارتطام الدفع الصادم العمودي من السطح للأعلى، . بالسطح
 2.9، فإن معادلة حركة الكرة تكافئ المعادلة uسرجهة ارتداد الكرة من السطح الأفقي للأعلى بعيد التصادم 

    كدفعٍ خارجيٍ وحيد Pimpلصادم للجسم الصادم، وذلك تحت تاثير الدفع ا
m (u - v )  =  Pimp 14.9 

   يكون Oyأو بعد إسقاطها على المحور العمودي 
m (u + v )  =  Pimp 1.14.9 

لذا؛ يجب . Pimp، والدفع الصادم الخارجي uسرعة الجسم بعيد التصادم :  تحوي المجهولين1.14.9هذه المعادلة 
  .المجهولين المذكورين أو تحدد قيمة أحدهماالبحث عن معادلة أخرى تربط بين 
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، تعتمد u) سرعة الجسم بعيد التصادم(إن سرعة الارتداد 
بالإضافة إلى سرعة الارتطام على نوعية المواد المصنوعةِ منها الأجسام 

وهذا ما اثبتته التجارب العملية التي بينت أن الأجسام أثناء . المتصادمة
 مع بعض، يجب أن لا تتشوه بشكلٍ تصادمها مع الأسطح أو بعضها

أي أن هذه الفرضية لا تكون صحيحةً . مفرط ولا تتفتت نتيجة التصادم
  .عند وجود قوى كبيرة جداً ومفرطةٍ عند التصادم

ويمكن تحديد تصادم الجسم الساقط على السطح الأفقي الثابت 
 vالأولى تتناقص فيها سرعة الجسم الساقط من  : 3.9 شكلبمرحلتين، 

حتى الصفر، وتتحول طاقته الحركية إلى طاقة وضعٍ تؤدي إلى تشوه 
جزءٍ من الجسم وتسخينهِ، وبالتالي تتعرض أجزاؤه الفاعلة للتشوه 

 خلال فترة التشويه Fdوالانضغاط لتأثرها بالقوة الدفعية الهائلة 
Deformation Period .أما المرحلة الثانية للتصادم فيبدأ الجسم فيها  

u

O

H
h

uf = 0

O

y

  vo = 0

0 0

v  

2.9 كلــش

بالعودةٍ تدريجياً إلى شكله الأولي، كما تتحول طاقة وضعه الداخلية إلى طاقة حركيةٍ تدفع الجسم للانطلاق من 
. Restitution  Period خلال فترة التراجع Frفيتلاشى التشوه ويختفي نتيجة تأثره بالقوة الدفعية الهائلة . جديد

 كل طاقته الحركية الأولية لفقدان جزءٍ منها في التسخين وآخر في تشويهِ الجسيم وحيث أن الجسم لا يستعيد تماماً
  . تكون أقل بالضرورةِ من سرعةِ الارتطام، أي سرعته قبل التصادمuفإن سرعةَ الجسم بعيد التصادم 

  

    3.9 كلـش    

ة بداية الصدمة وحتى انتهاء فترة التشوه، بينما توثر  على الجسم الصادم لحظFdوبشكلٍ عام  تؤثر القوة 
وبالعادة يكون الدفع الارتدادي .  على الجسم الصادم لحظة انتهاء فترة التشوه وحتى انتهاء الصدمةFrالقوة 

Restitution Impulse أقل من الدفع التشويهي Deformation Impulseأي أن ،F dt F dtr d

dr

〈 ∫∫
00

ττ

كما . 

  Coefficient of  Restitution النسبة بين هذين الدفعين معامل الارتداد تُعرف

v   <  v’   >o  u’  o < u’< u  v  u  v’  

Fr dt  Fd dt     

  المرحلة الثانیة، فترة التراجع  المرحلة الأولى، فترة التشویـــھ

τr  τd  ∫∫
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e

F dt

F dt

r

d

r

d
=

∫

∫

0

0

τ

τ
 15.9 

   وللمرحلتين الأولى والثانية يكون 2.9وبكتابة المعادلة 

m F dtd

d

(v' v− = − ∫)
0

τ

    

m u F dtr

r

( 'u )− = + ∫
0

τ

 

  سابقتان للشكل التالي  صفر ، تؤول المعادلتان ال’u و ’vولأن كلاً من السرعتين 

m F dtd

d

v = ∫
0

τ

 

m u F dtr

r

= ∫
0

τ

 

   نكتب معامل الارتداد  15.9وبتعويض ذلك في المعادلة 
e u

=
v

  16.9    

 تزودنا 16.9هذه المعادلة . الذي يساوي النسبة بين قيمتي سرعة الجسم بعيد التصادم إلى سرعته قبيل التصادم
فلقياسه بين حديد الزهر والفولاذ مثلا، نسقط كرةً من حديد . طريقة مثلى لقياس معامل الارتداد للمواد المختلفةب

الكرة من الفولاذ والسـطح الأملس (بالعكس  ، على سـطحٍ أملس من الفولاذ، أوHالزهر من ارتفاعٍ ما، وليكن 
وإذا افترضنا أن الارتفاع .  كرة الحديد بعد التصادمثم نقيس الارتفاع الأقصى الذي وصلته). من حديد الزهر

  ، فإنه وفْقَاً لقوانين الديناميكا الأساسية يكون معامل الارتداد   hالجديد 

e u h
H

= =
v

 17.9 

 بين الصفر والوحدة، ويعتمد على المواد التي تُصنع منها الأجسام eلذلك، تتراوح قيمة معامل الإرتداد 
  وعلى ذلك ندرس المثلين التاليين . تصادمة وأشكالها وأحجامها وعلى سرعة الصدمةالم

   مطلق اللّيونة، Perfectly Plastic Impact 1 التصادم اللدن التام - 1

يتميز هذا التصادم بأن طاقته الحركية تتحول إلى أشكالٍ أخرى من الطاقة كتشويهه وتسخينه ومعامل 
ضرب كرةٍ من المعجون بأية سرعةٍ إلى سطحٍ ما يؤدي إلى تفلطح الكرة على السطح ف. e = 0ارتداده يتلاشى 

  .  والتصاقها به دونما قدرة على الارتداد للجهة الأخرى
  

  .Completely Inelastic Impact يدعى أيضاً بالتصادم اللامرن التام 1
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    مطلقُ المرونة، Perfectly Elastic Impact التصادم المرن التام -2

 أن وهذا يعني. e = 1الوحدة  محفوظة ومعامل ارتداده يساوي يتميز هذا التصادم بأن طاقته الحركية تبقى
 2وعليه نورد الجدول التالي . يرتد للخلف بنفس السرعة الأول معينة يجعل ارتطاماً مرناً لجسمٍ بآخر ثابتٍ بسرعةٍ

  .ادم المركزي المباشرالذي يمثل قيم معامل الارتداد لمواد مختلفة عند التص

ولحالة التصادم بين جسمين ، ندرس حركتيهما كما في 
 v1، وسرجهتاهما قبيل الصدمة m2 و m1كتلتاهما . 4.9الشكل 

لحل هذه المسألة نطبق قانون . u2 و u1 وبعيد الصدمة v2و 
حفظ زخم النظام المكون من الجسمين المتصادمين، والمعادلة 

ن الدفع الداخلي والقوى الخارجية المؤثرة فكلٌ م.  بالتحديد10.9
  أو رياضياً. على هذا النظام تساوي الصفر

m1 v1 + m2 v2  =  m1 u1 + m1 u2  = const. 

حيث يتمثل زخم النظام قبيل التصادم بالطرف الأيسر وزخم 
وبإسقاط هذه المعادلة على . النظام بعيد التصادم بالطرف الأيمن

  زي كتل الجسمين يكون الخطِّ الواصل بين مرك

 

  موادالأجسام
  المتصادمة

معامل 
  الإرتداد

  0.93 - 0.95  زجاج بزجاج

  0.88 - 0.89  عاج بعاج

  0.5 - 0.7  فولاذ  بفولاذ

  0.5 - 0.6  فلّين بفلّين

  0.4 - 0.7  حديد زهر بحديد زهر

  0.4 - 0.6  خشب بخشب 

  0.12 - 0.18  رصاص برصاص

  0.11 - 0.15  حديد برصاص  

  0.0  بطين) طَفَل(طين 

  0.0  معجون  بمعجون

  معامل الارتداد التجريبي لبعض المواد
m1 v1 + m2 v2  = m1 u1 + m2 u2 = const.  18.9 

ولهذا؛ يجب البحث عن معادلةٍ إضافيةٍ . u2 و u1وكما هو ملاحظٌ، تحوي المعادلة الأخيرة المجهولين 
معادلة تكون بالعادة معامل الارتداد، الذي يساوي نسبة فرقي السرعتين وهذه ال. أخرى تربط بين هذين المجهولين

  أو رياضياً . بعيد التصادم وقبيله
e

u u
=

−
−

2 1

1 2v v
  19.9 

   نحصل على 19.9 و 18.9وبحل المعادلتين الأخيرتين 

  
  4.9 كلـش

  

 .647 من قائمة المراجع الأجنبية، ص2انظر المرجع   2
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u e
m

m m1 1
2

1 2
1 21= − +

+
−v v v( ) ( )   20.9 

u e
m

m m2 2
1

1 2
1 21= + +

+
−v v v( ) ( )   21.9 

  أما الدفع الصادم فيمكن إيجاد قيمته من قانون تغير زخم الجسم الأول  
P1imp = m1 (u1 - v1 )  22.9 

  بينما يكون دفع الجسم الثاني الصادم مساوياً للأول مقداراً ومضاداً له في الاتجاه
P2imp = - P1imp = m1 (v1 - u1)      

   وتعويضها في المعادلة الأخيرة 20.8 من المعادلة u1ستبدال وبا

P P1 2
1 2

1 2
2 11imp imp e

m m
m m

= − = +
+

−( ) ( )v v  23.9  

  Oblique Impactالتصادم المائل  5.9
 مع β الزاوية u وتصنع سرجهة الإرتداد α الزاوية vفي هذه الحالة، تصنع سرجهة الجسم الصادم 

   y و xين المتعامدين  على المحور5.9سقاط المعادلة إوب. 5.9 شكلالرأسي، 
u cos β = - v cos α + Pimp / m 1.24.9 

u sin β  =   v sin α  2.24.9 

 متساويتان، u و vللسرجهتين ) الأفقيتين(أي أن المركبتين المماستين 
والتصادم لا يحدث إلا في اتجاه العمود على السطح لإهمال تأثير 

  قة لذلك يتحدد معامل الارتداد بالعلا. الاحتكاك

e
u

=
cos
cos

β
αv

 25.9 

  وبحساب النسبة بين السرعتين بعيد التصادم وقبيله 
u
v

=
sin
sin

α
β

 26.9 

  يكون25.9واستبدال ذلك في المعادلة 

β  α 

∫Fdt = Pimp  

v

u

y

x

  
5.9 شكل

e =
tan
tan

α
β

  27.9 

 إلى ظل زاوية Angle of Approachوهكذا، فإن معامل الارتداد يساوي نسبة ظل زاوية السقوط 
 تكون α، فإن e≤1ولأن قيمة معامل الارتداد موجبة وأقل من واحد، . Angle of Reboundالارتداد 

وعلى هذا الأساس،  يمكن حساب مقدار . ؛ أي أن زاوية السقوط أقل من زاوية الارتدادβبالضرورة أصغر من 
  1.24.9 من المعادلة Pالدفع الصادم 

Pimp = m( u cos β + v cos α) 28.9  

   eأو بدلالة معامل الارتداد 
Pimp  = m v cos α { 1 + e }  29.9 
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  The Kinetic Energy Lossطاقة الحركة المفقودة 
  Carnot’s Theorem 3 نظرية كارنو ،عند التصادم اللدن

سقط ، أن الجسم المرتد للأعلى لن يصل للارتفاع الذي 2.9 شكلعرفنا من التصادم المركزي المباشر، 
ولحساب مقدار الطاقة المفقودة نبدأ بمثالٍ . منه لاستنفاد جزءٍ من طاقته الحركية على تشوهه وتسخينه و غيره

  طاقة حركة الجسم قبيل الصدمة . Hالتصادم المركزي المباشر للجسم الساقط من الارتفاع 

 Tv  =  0.5 m v2   
  بينما طاقة حركته بعيد الصدمة 

Tu  =  0.5 m u2     
  ولذلك فالطاقة الحركية المفقودة

∆T  = Tv      -  Tu 

∆T =  0.5 m  [v2  - u2] =  0.5 m [ ( v - u ) ( v + u )]  30.9 

  إذا عرفنا السرجهة المفقودة للجسم الساقط  
v  = v   -  u 31.9  

  ، يعطي السرعة المفقودةOyفإن إسقاط هذه المعادلة على سالب المحور 
v  = v   +  u 32.9 

   بالصيغة الجديدة 30.9ولذلك يمكن كتابة الطاقة الحركية المفقودة، معادلة 

( )∆T m u
u
u

= +
−
+







2

2v
v
v

 

( )∆T m u
e
e

= +
−
+







2

2v
1
1

 33.9 

نحسب الطاقة الحركية المفقودة لحالة التصادم بين جسمين، حركتهما انتقاليةٌ بحيث تكون سرجهتاهما قبيل 
قبيل ) الجسمين(طاقة حركة النظام . 4.9 الشكل على التوالي، انظر u2و   u1 وبعيد التصادم v2 و v1التصادم 
  التصادم 

T
m m

v = +1
1
2 2

2
2

2 2
v v                     

  بينما طاقة حركته بعيد التصادم 
T

m m
u = +1

1
2 2

2
2

2 2
u u  

  وعلى هذا الأساس، فالطاقة المفقودة تحسب كالفرق بين الطاقتين 
  
  
  
  

 عالم فرنسي، برز في الرياضيات والميكانيكا بالإضافة إلى نشاطاته L. Carnot’s ،1823 -1753  لازار كارنو3
  .السياسية أيام الثورة الفرنسية



  271

∆T  = Tv   -Tu = [ ] [ ]m m1
1
2

1
2 2

2
2

2
2

2 2
v v− + −u u   34.9 

 2 و 1 وللجسمين المتصادمين 31.9، قياساً على المعادلة V2 و V1وإذا ما عرفنا السرجهتين المفقودتين 
  يكون 

V1 = v1  - u1 , V2 = v2 - u2 35.9 

  ومسقطاهما على خطِّ التصادم
V1 = v1  - u1 , V2 = v2 - u2  36.9 

  2 و 1 تكون الطاقة الحركية المفقودة للنظام المكون من الجسمين المتصادمين 33.9فإنه قياساً على المعادلة 

( ) ( )∆T
m m e

e
= − + −









−
+

1
1 1

2 2
2 2

2

2 2
1
1

v vu u   37.9 

طاقة الحركة التي يفقدها الجسم، النظام المتصادم :  نظريتهكارنو صاغ 37.9 و 33.9ين ستناد إلى المعادلتوبالإ
1 عند تصادمه المركزي المباشر تساوي

1
−
+

e
e

لاحظ أن . من طاقة حركته فيما لو تحرك بسرعته المفقودة

 T = constة عند التصادم المرن التام  تعنيان أن طاقة حركة الجسم أو النظام تبقى ثابت37.9 و 33.9المعادلتين 
 عند التصادم T = ∆T، بينما تساوي طاقة حركة الجسم أو النظام الطاقةَ الحركية المفقودة T = 0∆ و e = 1لأن 

  . e = 0اللدن التام 

  وسنحلل الحالتين الجديرتين بالاهتمام

 طاقة .m1 = m1 + m2أن  هنا ، نعتبرm2/m1  ≅ 0 كتلة الجسم الصادم تفوق كثيراً كتلة الجسم المصدوم -1
  الحركة المفقودة 

∆T ≅  0    →   Tu = Tv  

ويبدأ النظام . وعليه، فبالرغم من أن التصادم لدن، إلا أنه لا يحدث فقدان للطاقة الحركية عند التصادم
 التصادم في الحياة ويتبدى هذا. الحركة بعيد التصادم بنفس طاقة الحركة تقريباً التي كانت له قبيل التصادم

العملية عند دق المسامير والأسافين في الجدران، إذ يجب أن تكون كتلة المطرقة أكبر بكثير من كتلة 
  . المسمار

 m2 = m1 + m2فنعتبر في هذه الحالة أن . m1/m2 ≅ 0 كتلة الجسم المصدوم تفوق كثيراً كتلة الجسم الصادم - 2
  وعليه فطاقة الحركة المفقودة 

∆T ≅ Tv      →       Tu = Tv  

ويمكن اعتبار الجسمين المتصادمين ثابتين بعيد . أي أن الطاقة الحركية للنظام تستنفد لتشوه الجسم المصدوم
ولهذه الظاهرة أهميةٌ كبيرةٌ في الحياة العملية، فعند طرق الحديد يجب أن تكون كتلة السندان . الصدمة

  ة والنموذج أكبر بكثير من كتلة المطرق

 نحو الثاني v1، بين جسمين الأول كان متحركاً بسرعةٍ e = 0لندرس حالةٌ خاصةٌ جداً للتصادم اللدن التام 
  نحسب الطاقة الحركية لهذا النظام قبيل التصادم وبعيده . الذي كان ساكناً
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T
m

v = 1
1
2

2
v  38.9 

T m u m uu = +
1
2

1
21 1

2
2 2

2  39.9 

  ينتج أن   e = 0ومن معامل الارتداد 
u1  = u2 40.9 

  كما أن قانون حفظ الزخم للجسمين المتصادمين 
m1 v1  = m1 u1 + m2 u2  41.9 

   يكون u1 وحل الناتج بدلالة u2 = u1وباستبدال 

u
m

m m1
1

1 2
1=

+
v   42.9 

  وتبعاً لذلك تؤول الطاقة الحركة للنظام بعيد التصادم 

T
m m

uu =
+1 2

1
2

2
 

   ينتج أن42.9 من المعادلة u1وباستبدال 

T
m m m

m mu =
+

+












1 2 1

1 2
1

2

2
v  

T
m

m m
m

u =
+

1

1 2

1

2
v1

2  43.9 

Tكما أن استبدال 
m

v = 1
1
2

2
v ينتج أن38.9، من المعادلة   

T
m

m m
Tu v=

+
1

1 2
  44.9 

  أو بدلالة الطاقة الحركية المفقودة
 ∆T  = Tv  -  Tu  

∆T
m

m m
Tv=

+
2

1 2
  45.9 

 أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة 
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 الباب 

   العاشــر

  
  
  
  
  
  
  

   عناصر الميكانيكا التحليلية ومعادلات لاجرانج
ELEMENTS OF ANALYTICAL MECHANICS & LAGRANGES EQUATIONS 

     القيود وأنواعها101.
وقد عرف القيد بأنه .  المبادئ الأساسية لقيد الجسيم الماديإيضاحلقد تم في الباب الرابع من هذا الكتاب 

وتبعاً .  الخارجي الملموس على الجسيم المتحرك الذي يجعله يرتبط مع جسمٍ أو أجسامٍ أخرى ارتباطاً وثيقاًالتأثير
وسيتم تعميم هذا التعريف على القيود التي تؤثر على أنظمة . لذلك يتحرك الجسيم حركةً غير حرةٍ بل ومقيدة

  . قيود الأنظمة-الجسيمات المادية 

، وقد فرضت على أوضاع وسرجهات جسيماته شروطٌ nممثلاً بجسـيماتٍ عددها اعتبر نظاماً ميكانيكياً 
  معادلات قيود النظام . وتحديداتٌ معينةٌ ذات طابعٍ هندسي أو كينماتيكي، والتي ندعوها قيود

f ν( t , ri  , ir&  ) =  0,i  = 1,2,3, .........n 1.10           

لذلك، فإن النظام الذي .  عدد القيود المفروضة على النظامN رقم القيد المعين، و ν ، ν  = 1, 2,...Nحيث 
كما يفرض القيد . &ir وسرجهة بالمتجهri وتموضعاً بالمتَّجه t محدد زمنياً بالرمز 1.10معادلة أحد قيوده 

وفي حالة . tلنظام في الفراغ في اللحظة الزمنية ، شروطاً على تموضع أجزاء اf (t, ri )الريونومي، معادلته 
. ، فإن أجزاء النظام يمكنها أن تَشْغَلَ أي وضعٍ في الفراغ في أية لحظةٍ زمنية ,ir&f (t(وجود قيدٍ تفاضلي، معادلته 

قيد التفاضلي يفرض شروطاً ولكن في ذلك الوضع، لا يمكن أن تأخذ سرجهة الجسيم أية قيمةٍ مهما كانت، لأن ال
واستناداً إلى ذلك نعتبر البندول البسيط قيداً هولونومياً، بينما زلاجة التزحلق على الجليد، قيداً . على السرجهات
  .nonholonomicغير هولونومي 



  280

. 6.4م  شكل، z و y، أو بالإحداثيين الديكارتيين ϕتتحدد حركة البندول البسيط بالإحداثي القطبي الوحيد 
، يرتبط الإحداثيان المذكوران بعضهما مع بعض .r = R = const ثابتٌ OPولأن طول الحبل أو القضيب 

  :بالعلاقات الرياضية التالية
z = R sin ϕ  , y = R cos ϕ    ⇒    y2 + z2  = R2 

 الواردة في العلاقات السابقة z و ϕ ، yولأن كل المتغيرات 
 المناظرة، يكون هذا القيد ليست معرفةً كدوال لمشتقاتها

، فهي 1.10 شكل أما زلاجة التزحلق على الجليد،. هولونومياً
حاد، تتحدد حركته بتموضع الخط ) سكين(عبارةٌ عن قضيبٍ 

ولهذا فسرجهة مركز كتلته . 12الواصل بين طرفيه، الخط 
  إذ إن. 12تتسامت مع الخط 

z1  =  z 2  =  0  Λ  ϕtanxy && =  

كما يتحكم في .  الزاوية التي يصنها القضيب مع الأفقيϕحيث 
  الحركة قيد معادلته الرياضية 

z

y

x

1
2

L

O

C
ϕ

  

  1.10 شكل

 (x1 - x 2 )2  + ( y1 - y2 )2  = L2 

ومياً  كما أن شرطاً ولأن معادلات الحركة تحوي السرعات، كان القيد غير هولون. الزلاجة) سكين( طول Lحيث 
  .رياضياً آخر يمكن إستنتاجه من معادلات حركة الزلاجة وهو أن هذه القيود غير قابلةٍ للتكامل

 والقيود أُحادِية الجانب Bilateral Constraintsومن الأهمية بمكان معرفة القيود ثُنَائِية الجانب 
Unilateral Constraints تَّصِلٍ في الميكانيكا، والتي تتبعتَّصِلٍ أو غير مفالقيد الذي . مدى تأثير القيد بشكلٍ م

 لاصقه ولا ينفصل عنه، يدعى قيداً ثُنَائِييؤثر على النظام المتحرك بشكلٍ متصل ويرتبط به ارتباطاً وثيقاً، ي
رتباطاً ايرتبط به  وعلى النقيض من ذلك ، يدعى القيد الذي يؤثر على النظام المتحرك بشكلٍ متقطع ولا. الجانب

 من حركة النظام باتجاهٍ ما، سامحاً له في نفس الوقت بالحركة في الاتجاه الآخر بالقيد الأُحادِي حِدوثيقاً، وي
  .الجانب

في أحد ) فعالاً ( وتبعاً لذلك، يمكن تقسيم حركة الجسيم المقيدة بهذه القيود إلى جزأين، يكون القيد متوتراً 
وبذلك ففي الأجزاء المختلفة على مسارِ جسيمٍ مقيد الحركة، . في الجزء الآخر) غير فعال(التأثير الأجزاء، وعديم 

. إما أن يهمل القيد كلياً ليدعى قيداً أحادي الجانب، أو يبرز تأثيره على حركة الجسيم فيدعى قيداً ثنائي الجانب
 voمن الأسفل بسرجهةٍ ابتدائيةٍ وأفقيةٍ ) ندول البسيطالب( أن مسار الكتلة المنطلقة 2.10 الشكلويتبين لنا من 

 عندما يكون الخيط مشدوداً، أي عندما يكون القيد فعالاً، بينما تؤول الكتلة R، نصف قطره Iالقوس الدائري 
ئي ومن الطبيعي أن يكون القيد ثنا.  لحظة تلاشي الشد في الخيطIIالمنطلقة إلى مقذوفةٍ، مسارها القطع المكافئ 

  عندئذٍ تكافئ حركة الكرة المتباينة . ، وأحادي الجانب عند تلاشي الشد في الخيطIالجانب عند تحركه على المسار 

y2   +   x2   ≤  R2 
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ومن السهولة بمكان ملاحظة أن القيود ثنائية الجانب تعرف رياضياً بالمعادلات، بينما تعرف القيود 
  .Inequalitiesأحادية الجانب بالمتباينات 

  Degrees  of  Freedomدرجات الحرية  2.10
يعتبر مفهوم درجات الحرية من المفاهيم المهمة لدراسة حركة 

وهو يكافئ عددياً أقل عددٍ ممكن من . الجسيم والأنظمة الميكانيكية
 بعضها عن بعض Independent  Coordinatesالإحداثيات المستقلة 

  . النظام كاملاً- حركة الجسيم التي تستخدم لتعريف أو وصف

 كان كافياً لتعريف حركة البندول ϕلقد ثبت أن الإحداثي القطبي 
الرياضي البسيط، بينما تحددت نفس الحركة في الإحداثيات الديكارتية 

أي أن الإحداثي القطبي . ، مضافاً إليهما معادلة القيدz و yبالإحداثيين 
ϕ أو أحد الإحداثيين الديكارتيين ،y أو z يكون كافياً لتحديد حركة 

، دونما أي اعتبار S = 1وبالتالي فعدد درجات حريته واحدة ،. البندول
  . للنظام الإحداثي المستخدم لتعيين حركته

وكمثالٍ آخر، تتحدد حركة جسيمٍ ما على سطح كرةٍ ثابتةٍ نصف 
 معادلة  مضافاً إليهاz و x ، y، بالإحداثيات الديكارتية الثلاثة Rقطرها 

  القيد 

ϕ  

mg

T

R

O
x

y

II
I

vo

ÇáÎíØ

  

  2.10 شكل

 ( x - xo )
2  + ( y - yo  )

2  +  ( z - zo )
2  = R2 

 من مركز  θ و ϕكما تتحدد نفس الحركة بالإحداثيين الكرويين .  إحداثيات مركز الكرة(xo, yo, zo)حيث إن 
        ،2سطح الكرة هو ولذلك فعدد درجات حرية هذا الجسيم عند حركته على . الكرة، ودونما أية قيود معرفة

S = 2 . وهذا يساوي عدد الإحداثيات المستقلة، الإحداثيان الكرويانϕو θ الذي يساوي أيضاً الإحداثيات 
  .  مطروحاً منها عدد القيود التي تربط هذه الإحداثيات مع بعض، أي قيد واحدz و x ، yالديكارتية الثلاثة 

اردين أعلاه ، أنه يمكن تحديد عدد درجات حرية النظام الميكانيكي  من المثلين الوالاستنتاجومن السهولة 
 nبعدد الإحداثيات المستقلة بعضها عن بعض للحركة، والذي يكافئ عدد الإحداثيات المعرفَة للحركة ) الجسيم(

  ورياضياً فإن. ة، دونما أي اعتبارٍ لنظام الإحداثيات المستخدم الذي يعرف الحركNمطروحاً منها عدد القيود 
S =  n - N 2.10 

  Generalized  Coordinates الإحداثيات المعممة 3.10

إذ لا يوجد نظام إحداثي . لقد ثبت لنا أنه يمكن تمثيل حركة الجسيم المفرد والأنظمة الميكانيكية بعدة طرقٍ
ويتغير . خدامه أسهل من آخرمعين لتعريف حركة نظامٍ ما بشكلٍ وحيد وأوحد؛ بل هناك نظام إحداثي يكون است

ويمكننا . عدد الإحداثيات المستعملة لوصف حركة نظامٍ ما بتغير الإحداثيات من ديكارتيةٍ أو قطبيةٍ أو طبيعية
  .استخدام عددٍ معين من هذه الإحداثيات لوصف الحركة بشكلٍ كامل، والذي لن يقل عن عدد درجات الحرية
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ى نظامٍ ما مساوياً لعدد الإحداثيات الديكارتية المعرفة لحركة جسيمات إذا كان عدد القيود المفروضة عل
وحتى يتحرك النظام، يستلزم أن يكون عدد القيود . ، فإن هذا النظام سيكون مقيداً، ولا حراك فيهN = 3nالنظام، 

ا عن بعض، بل هذا يعني أن إحداثيات جسيمات النظام غير مستقلةٍ بعضه. N < 3nأقل من عدد الإحداثيات، أي 
لهذا ، يمكن اعتبار الإحداثيات . 3n - N بواسطة الإحداثيات المتبقية Nويمكن إيجاد عدد من الإحداثيات، مقداره 

 من معادلات القيود كدوال Nالمتبقية للنظام إحداثيات مستقلة يمكنها أن تأخذ أية قيمة، بينما تتحدد قيم الإحداثيات 
 إحداثي من ( 3n - N )ى هذا الأساس؛ فإن تحديد وضع النظام يستلزم معرفة وعل. تلك الإحداثيات المستقلة

  . بالنسبة لإطار إسنادٍ قصوري3nإحداثيات النظام ال 

ويمكن للإحداثيات المستقلة التي ستحدد موضع النظام تحديداً تاماً أن تكون أي بارامترات مستقلةٍ، بل 
كأطوال ) فيزيائي(، بل وأي معنى هندسي Dimension Unitsية ويمكن اختيارها لتأخذ أي وحداتٍ بعدِ

وتُسمى البارمترات المستقلة بعضها عن بعض، أياً كانت . إلخ.... مستقيمات، أقواسٍ وزوايا أو حتى مساحات 
يد أبعادها التي يساوي عددها عدد درجات حرية النظام أو الجسيم، وتحدد مواضع جسيمات النظام تحديداً وح

qوسنرمز للإحداثيات المعممة تلك بالرمزين . القيمة بالإحداثيات المعممة للنظام
k

  ، k = 1,2,....Sو S = 3n - N .
   إحداثي معمم  Sوتبعاً لذلك يتحدد موضع النظام ب 

q
1
, q

2
, q

3
, .........qk .........q

s  3.10 

  أو كإحداثيات جسيمات النظام بدلالة الإحداثيات المعممة  
xi  = xi  (q1

, q
2
, q

3
, .........q

k
 ..........q

S 
) 

yi  = yi  (q1
, q

2
, q

3
, .........q

k
 ..........q

S 
) 4.10 

zi  = zi  (q1
, q

2
, q

3
, .........q

k
 ..........q

S 
) 

  وبصيغة متجهات الموضع من مركز الإطار القصوري 
ri = ri (q1

, q
2
, q

3
, .........q

k
 ..........q

S
) 5.10 

وتتحدد معادلات هذه الحركة . حركة النظام تتغير إحداثياته المعممة تغيراً مستمراً بدلالة الزمنوعند 
  :بالصيغة التالية

q
1 =q

1 (t) , q2  =q
2 (t) , ........qk  = qk (t) ......qS  = qS (t) 6.10 

 تدعى مشتقات ، أخرىمن جهةٍ. التي تسمى بالمعادلات الكينماتيكية لحركة النظام في الإحداثيات المعممة
  الإحداثيات المعممة الأولى بالنسبة للزمن بالسرعات المعممة للنظام ويرمز لها كالمشتقات 

S..,1,2,......k
dt

dq
q k

k ==&   7.10  

  كما تُدعى مشتقات الإحداثيات المعممة الثانية بالنسبة للزمن بالتسارعات المعممة للنظام 

S....,1,2,......k
dt

qd
dt
qd

q 2
k

2
k

k ===
&

&&   8.10 
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 qkد أبعاد السرعات المعممة والتسارعات المعممة على أبعاد الإحداثيات المعممة نفسها، فإذا كانت وتعتم
 سرعةً زاوية، &kqزاويةً تكون qkوإذا كانت . تسارعاً خطياً&&kq تكون سرعةً خطية، وتكون&kqمقداراً خطياً فإن

  . تسارعاً قطاعياً&&kqتكون سرعةً قطاعية، وتكون &kqمساحةً فإن qkتسارعاً زاوياً، وأخيراً إذا كانت  &&kqكونوت

  Virtual and Possible Displacements  والممكنة 1 الإزاحات الافتراضية 4.10

سـتاتيكي لنظام الأجسام الساكنة يتم تجزئة النظام إلى عناصره ومن ثَم تحليل عند دارسـة الاتزان الإ
وعندما يكون .  كل جسمٍ على حدة، وذلك باستبدال تأثير الأجسام الأخرى بردود أفعالها على الجسم المعيناتزان

يرٍ من المعادلات ذات عدد أجسام النظام كبيراً تصبح هذه الطريقة مطولةً، إذ يرتبط حلها بضرورة حل عددٍ كب
  .المجاهيل الكثيرة

 Nوفي الديناميكا تعتبر حركة النظام المقيد بقيود عددها 
. إذ لا يمكن أن تكون اعتباطيةً لوجود القيود في النظام. محدودة

لذلك تَكْتَسِب جسيمات النظام إزاحات لا تغير من وضع النظام 
اهيةَ الصغر، ولا حتى من شكله، كما تكون هذه الإزاحات متن

الإزاحات الافتراضية وتعرف . ندعوها بالإزاحات الافتراضية
بالمجموع الهندسي للإزاحات المتناهية الصغر لجسيمات النظام 

وهي . المعطاةالتي تسمح بها جميع قيود النظام في اللحظة 
لذلك، إزاحات جسيمات النظام من أحد الأوضاع الممكنة له في 

   مسافةً لا نهائيةً في عٍ آخر قريبٍ منهاللحظة المعينة إلى وض

O

M

vA

F

R

R
R

A

B

60o

60o

C

D E

ϕ 
vB

vC

  

3.10شكل 

، 3.10شكل ، OAفمثلاً، لا يمكن أن تتحدد الإزاحة الافتراضية لمرفق الآلة المرفقية . نفس اللحظة الزمنية
 تصبح F والقوة M الآلة  المرفقية لحظتئذٍ تحت تأثير العزم -لأن شروط اتزان النظام . ° ϕ = 150الزاوية 
 Bكذلك لا يمكن اعتبار الإزاحة الافتراضية المتناهية الصغر للمنزلق . ° ϕ  = 90عن الموضع الابتدائي مغايرةً 

  .BO بل ستكون منطبقةً على الخط BEعلى امتداد العمود 
  

  
سيم مصطلح كلاسيكي يعني الزائفَ أو الخيالي، وفي الإستاتيكا تعني الحركة الافتراضية أن الج: Virtual الافتراضية  1

للجسيم أو ) الاتزان (Equilibrium Stateحول وضع الاستقرار ) لا تتم في الواقع(النظام يتحرك حركةً خيالية  أو
 لنعني به  δوحتى نشير بوضوحٍ إلى أننا لا نتعامل مع إزاحاتٍ حقيقية للنظام استخدمنا الحرف الإغريقي . للنظام

.  المعروف كرمزٍ للإزاحة الحقيقيةd اللاتينينظام، بدلاً من الحرف المشتقة الأولى للكمية الافتراضية المعطاة لل
 يعرف الشغل ،وقياساً على ذلك. δr ـ يرمز للإزاحة الافتراضية لجسيمٍ ما الناتجة من الحركة الافتراضية ب،ولذلك

  رياضياً δr النظام عند إزاحته - المبذول على الجسيم F للقوة δAالافتراضي 
δA  = F ⋅ δr 

، بينما يمثل dr = dx i + dy j + dz k تفاضل متجه الموضع drي الحقيقة؛ يمثل متَّجِه الإزاحة الحقيقية  وف
  . δr = δx i + δy j + δz k التغير في متَّجِه الموضع؛ δrمتَّجِه الإزاحة الافتراضية 
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 والقيد z و yين حركته بالإحداثي وكما هو معروف ، تتحدد. 6.4 م شكلسندرس حركة البندول الرياضي 
y2 + z2 = R2 . أي أنn = 2 و N = 1 تَه كنظامير1؛ وبالتالي فعدد درجات ح ، S = n -N = 2 -1 =1 . هذا

الحركة في قوس دائري ويسمح للإزاحة الافتراضية المتناهية الصغر   يجعل- القضيب عديم الكتلة -القيد 
بينما يمثل . M وللجهتين في الموضع Po P على مسار القوس  أن تكون منطبقةδrً - المتَّجِه الأولي-للجسيم 

 على المسار وفي اتِّجاه الحركة، وهو في مرحلة dr - المتجه الأولي -متجه الإزاحة الحقيقية لنفس الجسيم 
  . الذهاب للأعلى ولليمين

، f(x, y, z) = 0لنفترض أن جسيماً تحرك على سطح هولونوميٍ، مستقرٍ وثنائي الجانب، معادلته 
هذه . (x+δx,y+δy,z+δz) إلى (x,y,z) ، فتغيرت إحداثياته من δrواكتسب إزاحة افتراضية متناهية الصغر 

إذا حلّلنا المعادلة الأخيرة . f (x+δx,y + δy, z + δz) = 0 معادلة السطح -الإحداثيات الجديدة تعرف القيد 
  أخذ الحد الأول لكل إحداثي يكون  وذلك بTaylor`s Seriesبدلالة متَسلْسِلَة تايلور 

f (x +δx , y +δy , z +δz) = f(x ,y ,z )+ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

f
x

dx f
y

dy f
z

dz ....+ + +   9.10  

  منها نحصل على المعادلة  ،f(x, y, z) = 0و بعد طرح المعادلة الأصلية، 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

f
x

dx f
y

dy f
z

dz+ + = 0    ⇒  grad f ⋅ δr = 0 10.10  

أي أن متَّجِه الإزاحة الافتراضية . grad f عمودي على متَّجِه التدرج δrفتراضية وهذا يعني أن متَّجِه الإزاحة الا
δrيتواجد في المستوى المماس للسطح في الموقع المذكور . 

  Virtual Work شغل القوى الافتراضي  5.10
اة الجسيم  المؤثرة على جسيمٍ ما، بأنه شغل القوة المبذول عند معانFiيعرف الشغل الافتراضي للقوة  

  ، أو رياضياً δriإزاحةً افتراضية 

δAi  = Fi   ⋅  δri   11.10 
  وبكتابة المعادلة لكل جسيمات النظام وجمعها حداً حداً نجد أن الشغل الافتراضي الكلي لكل جسيمات النظام 

δ δ δA A
n n

= = ⋅
= =

∑ ∑i
i

i i
i1 1

F r   12.10 

سارع جسيمات النظام الحر؛ وذلك لوجود وكما هو معروف تتحرك جسيمات النظام بتسارعٍ يختلف عن ت
هذه الردود غير معروفة مسبقاً، إذ يمكن اعتبارها جزء من القوى الخارجية المؤثرة على . القيود وردود أفعالها

مجموع عناصر  إذا كان  القيود مثاليةًوتكون. كما يمكن تقسيم القيود إلى قيودٍ مثالية وأخرى حقيقية. النظام
  أو رياضياً  . ي الذي تبذله ردود أفعالها في أية إزاحةٍ افتراضية للنظام مساوياً للصفرالشغل الافتراض

N ri I
i

⋅ =
=

∑ δ
1

0
n

  13.10 
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 فعموديةٌ على رد δri رد الفعل العمودي للقيد المثالي المؤثر على الجسيم، بينما الإزاحة الافتراضية Niحيث إن  
مجموع عناصر الشغل الذي تبذله ردود أفعالها  فتعرف بالقيود التي يكون  القيود الحقيقيةأما. Ni ⊥ δriالفعل 

  أو رياضياً. عند أية إزاحة افتراضية للنظام مساوية لمقدارٍ محدد

R ri i
i

⋅ = ≠
=

∑ δ ε
1

0
n

  14.10 

 Niية العمود: وإذا كان الجسيم ذا قيدٍ واحدٍ حقيقي، يتكون رد فِعلِهِ المؤثر على الجسيم من المركبتين
 عموديةً على متَّجِه Niوبالعادة، تكون المركبة . ،حيث تدعى الأخيرة بقوة الاحتكاك الانزلاقي Fµوالمماسية 

الإزاحة الافتراضية، بينما تتسامت قوة الاحتكاك الانزلاقي مع خط عمل الشغل الافتراضي وبالاتجاه المعاكس 
  الشغل الافتراضي لهذه القوى . للحركة

δA =  Nk ⋅ δrk  +   Fµ .  δrk 

  =      0      +   Fµ δrk   <    0 
وبالعادة وعند حل العديد من المسائل الديناميكية تلغى قوة الاحتكاك الناتجة بين الجسيمات المتحركة، إذ 

  .  المعادلة الأساسية في الميكانيكا التحليلية13.10وتصبح المعادلة . تعتبر القيود لحظتها مثالية

  The Principle of Virtual Work 2دأ الشغل الافتراضي مب  6.10

 بالنسبة لإطارِ إسنادٍ قصوري إذا Static Equilibriumيعرف عن نظام الجسيمات أنه متزن إستاتيكياً 
أي أن الشرط الوحيد . كانت كل جسيماته غير متحركة ومحصلة القوى المؤثرة على كلِّ جسيمٍ تساوي الصفر

كي هو أن سرجهة وتسارع كلَّ جسيمٍ من جسيمات النظام بالنسبة لإطار الإسناد القصوري للاتزان الإستاتي
  . تساويان الصفر

. يقوم مبدأ الشغل الافتراضي على تحديد الشروط الضرورية والكافية لاتزان نظام الجسيمات استاتيكياً
 الرياضيات والميكانيكا السويسري هذا المبدأ وضعه في صورةٍ قريبة لما هو معروف اليوم وبدون برهان عالم

 من : بصورته العامة وأثبته لإول مرة والذي ينصLagrange لاجرانجوقد صاغه .  Bernoulliبيرنولي
الضروري والكافي لاتزان القوى المؤثرة على جسيمات نظامٍ متحركٍ من السكون، ومقيدٍ بقيودٍ إسكليرونومية 

 أشغال القوى المؤثرة على هذا النظام المبذولة عند أية إزاحةٍ مثالية وثنائية الجانب، أن يكون مجموع
  ويمكن التعبير عن هذا المبدأ بالشرط الرياضي . افتراضيةٍ له مساوياً للصفر

δ δ δA A
n n

= = ⋅
= =

∑ ∑i
i

i i
i1 1

F r   = 0 15.10 

كما يمكن التعبير عن اتزان نظام جسيمات ما بمعنى آخر عملي، وهو الوضع الذي يظل فيه النظام  
  .3وال الوقت، إذا كان ضمن نطاقه عند اللحظة الابتدائية، وكانت سرعات كل جسيماته مساوية للصفرط

 

المعادلة العامة أو  Lagrange’s Principle of Virtual Workمبدأ لاجرانج للإزاحات الإفتراضية يدعى أيضأ   2
   .General  Equation  of  Staticsللاستاتيكا 

  . 220 و ص 32الميكانيكا التحليلية من قائمة المراجع العربية ، ص :  جانتماخر.فانظر   3
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 ضروري وكافٍ لاتزان نظام الجسيمات المقيد بقيودٍ سكليرونومية، مثالية 15.10سنثبت أن الشرط 

  .وسيتم ذلك بطريقة إثبات ضرورة الشرط ومن ثم إثبات أن هذا الشرط كافٍ. وثنائية الجانب

  ضرورة الشرط : أولاً 

هذا يعني أن كل جسيماته . المثالية والثنائية الجانب متزن الإسكليرونومية نفترض أن النظام المقيد بالقيودٍ
يؤثر عليه .  من جسيمات النظام بعد تحرره من كل القيود المؤثرة عليهiندرس اتزان الجسيم . متزنةٌ أيضاُ

 بحيث يتحقق لاتزانه استاتيكياً الشرط Niود   محصلة رد فعل القيFiبالإضافة إلى محصلة القوى المؤثرة  
  الرياضي التالي 

Fi  +  Ni    = 0 16.10 

  ، وكررناها لكل جسيمات النظامδri قياسياً بمتجه الإزاحة الافتراضية 16.10إذا ضربنا المعادلة 

 ( Fi  +  Ni  ) ⋅ δ ri   = 0  ⇒ 
i =
∑

1

n

( Fi  +  Ni  ) ⋅ δ ri   = 0   

  
i =
∑

1

n

( Fi   ⋅ δri  + Ni  ⋅ δri  )  = 0 17.10 

ولأن القيود مثاليةٌ ، يكون مجموع عناصر الشغل الافتراضي الذي تبذله كل ردود أفعالها عند أية إزاحةٍ 

Nافتراضية للنظام مساوياً للصفر،  ri i
i

⋅ =
=

∑ δ
1

0
n

عا لذلك، تؤول وتب. 13.10، وذلك استناداً إلى المعادلة 

   إلى الشكل التالي 17.10المعادلة 

i =
∑

1

n

 Fi    ⋅ δri   = 0 18.10 

أي أن مجموع عناصر الشغل الافتراضي الذي تبذله جميع القوى المؤثرة عند أية إزاحةٍ افتراضية للنظام يساوي 
  .وهذا إثبات ضرورة الشرط. الصفر

  كفاية الشرط  : ثانياً

. إذا كان النظام غير متَّزِن، فإن جسيماً واحداً على الأقل من جسيمات النظام يتحرك من السكون بتسارع
  على الجسيم المذكور الصفر   Friوتبعاً لذلك لاتساوي محصلة القوى المؤثرة 

Fri   = Fi  +  Ni    ≠ 0 19.10 

 19.10وبضرب طرفي المتباينة .  سيتحرك بتسارعٍ محددFri، وتحت تأثير محصلة القوى iأي أن الجسيم 
  قياسياً ينتج أن δriبالإزاحة الافتراضية  

(Fi  +  Ni  ) ⋅ δri  > 0 20.10 

  أو رياضياً. لكن، جميع جسيمات النظام المتبقية متزنـةٌ
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j
j i

=
≠

∑
1

n

( Fj    ⋅ δrj +  Nj    ⋅ δrj ) = 0  21.10 

 j  = 1 , 2 , ..... i  - 1 , i + 1 ...... n 

   ينتج أن21.10 والمعادلة 20.10و بعد جمع المتباينة 

i =
∑

1

n

( Fi  ⋅ δri  +  N i  ⋅ δri  )  > 0  22.10 

Nومرة أخرى، لأن القيود مثالية ، يساوي الجزء الثاني من المتباينة الأخيرة صفراً،  ri i
i

⋅ =
=

∑ δ
1

0
n

، ويؤول 

  الجزء المتبقي منها للشكل المبسط التالي  

F ri i
i

⋅ 〉
=

∑ δ
1

0
n

 23.10 

 15.10أي إن وجود جسيمٍ واحد في النظام، غير متَّزِن، يجعل المعادلة . 15.10 المعادلة -معاكساً بذلك الشرط 
مٍ واحدٍ في النظام غير متَّزِن، أدت إلى نتيجةٍ مغايرة، وهو أن  وجود جسي-إن الفرضية الخطأ . غير صحيحة

 خطأ، فإن الاحتمال الآخر - النظام غير متَّزِن-وحيث إن النتيجة هي أحد احتمالين، أحدهما . النظام غير متَّزِن
  . هو الصحيح- النظام متَّزِن -

ام إلى جسـيماتٍ منفصلـة، كما هو الحال تكمن في عدم تقسيم النظمبدأ الشـغل الافتراضي إن أهميـة 
إن تقسيم النظام إلى جسيماتٍ منفصلة يؤدي بالضرورة إلى إيجاد . في الإستاتيكا، إذ يؤخذ النظام ككل متكامل

ردود أفعال داخلية، قد تكون غير مطلوبة لحل المسألة قيد البحث، والذي بدوره يعقد الحل أكثر، خاصة للأنظمة 
   .كثيرة الجسيمات

لقد تطلب . ومن الشائع في الإستاتيكا إيجاد ردود الأفعال الداخلية في الأنظمة الميكانيكية غير المتحركة
حل مسـائل الإسـتاتيكا إسـتخدام مبدأ التحرر من القيد لكل عنصرٍ من عناصر النظام، ومن ثَم تحديد مجموعة 

أما في .  ثلاثة أضعاف عددها من المعادلاتويقابل مجموعة أجسـام النظام. معادلات الاتزان المنفصلة
 باســتخدام مبدأ التحررِ من القيد  مبدأ الشـغل الافتراضيالميكانيكا التحليلية فيتم حل هذه المســائل بطريقة

وذا درجة ) حر الحركة (عندئذٍ يصبح النظام الجديد طليقاً . Nkللتخلص من قيدٍ واحد واستبدال تأثيره برد فعله 
رةٍ واحدةٍ فقط ،حيS   =  1 4 . فباعطاء النظام الجديد إزاحةً افتراضيةً معينةδrk وحساب الشغل الافتراضي الكلي 

. ثم نتخلص من  قيدٍ آخر وهكذا دواليك، Nk ، يتحدد رد الفعل 22.10والذي يساوي صفراً، وفقاً للمعادلة 
  . راضي نستعرض الأسئلة المحلولة التالية ولتوضيح ذلك مع تطبيقاتٍ مباشرةٍ على مبدأ الشغل الافت

  

   .S  =  0تساوي درجة حرية الجسيم المقيد والساكن الحركة الصفر   4

  أسـئـلـةٌ مـحـلـولـة
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  Lagrange D’Alembert’s Principle 5مبدأ لاجرانج دالمبير 7.10
مبدأ دالمبير تيكا، بينما يكفل   الإستا-على حل مسائل الميكانيكا الساكنة مبدأ الشغل الإفتراضي يقوم 

هذان المبدآن كانا نتاج قواعد عامةٍ تصف حركة . ستخدام معادلات الاتزان الإستاتيكية لحل المسائل الديناميكيةا
مبدأ إن الربط بين المبدأين السابقين ينتج مبدءاً آخر يدعى . نظام الجسيمات كمعادلاتٍ تفاضلية من قوانين نيوتن

  .والذي بواسطته يمكن تعريف المعادلات التفاضلية لحركة الأنظمةبير لاجرانج دالم

نفصل . ، مقيداً بقيودٍ هولونوميةٍ مستقرة، كما أنها مثالية وثنائية الجانبnاعتبر نظاماً، ذا جسيماتٍ عددها 
  Fiلجسيم بالقوة إذا عرفنا محصلة القوى المؤثرة على هذا ا. ai وتسارعه mi، كتلته iأحد جسيمات النظام، وليكن 

؛ عندئذٍ تكون هذه القوى الثلاث Fi,in، وأضفنا إلى هاتين القوتين قوة قصور الجسـيم  Niومحصلة ردود الأفعال 
 مضافاً لها 32.4ورياضياً فمجموعها الهندسي يساوي صفراً، انظر المعادلة . في حالة اتِّزان وفقاً لمبدأ دالمبير

   iالرمز 
Fi   +  Ni   + Fi,in = 0 24.10 

 قياسياً بمتجه 24.10وبتطبيق مبدأ الشغل الافتراضي لهذه القوى، وذلك بضرب المعادلة الاتجاهية 
  ثم جمع المعادلات الناتجة لكل جسيمات النظام حداً حداً ، δriالإزاحة الافتراضية 

i =
∑

1

n

(Fi +  Ni + Fi,in) ⋅ δri   = 0 

  و بصيغةٍ أخرى أ

( )inF F r N ri i , i
i

i i
i

+ ⋅ + ⋅ =
= =

∑ ∑δ δ
1 1

0
n n

 25.10 

Nولإن القيود مثالية فالمجموع الأخير يتلاشى  ri i
i

⋅ =
=

∑ δ
1

0
n

ويتبقى المجموع الأول . 13.10فْقَاً للمعادلة ، و

  فقط الذي يساوي الصفر 

( )inF F ri i i
i

+ ⋅ =
=

∑ δ
1

0
n

 

   Fi,in = - mi aiبشكلٍ أكثر تحديداً، وبعد استبدال قوة القصور  أو

0r)am(F
n

1

=δ⋅−∑
=

ii
i

ii  26.10 

 
 

____________________________  
  .General  Equation  of  Dynamicsمعادلة الديناميكا العامة يدعى هذا المبدأ  أيضأ   5
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قيود  بالمقيدلنظام اعند حركةٍ : ، والذي ينصبدأ لاجرانج دالمبيربموتعرف هذه المعادلة في الميكانيكا التحليلية 
يكون مجموع الشغل الأولي الذي تبذله كل القوى الخارجية ، ةمثالية ومستقرة وفي أي لحظةٍ زمنيةٍ معطا

 تُكتب بصورة 26.10وهذه المعادلة الاتجاهية . وقوى القصور عند أية إزاحة افتراضية للنظام مساوياً للصفر
Ι.14تحليلية بدلالة الإحداثيات الديكارتية، انظر المعادلة 

  

 0z)zm(Fz+y)ym(Fy+x )xm(Fx
n

1

n

1

n

1

=δ⋅−δ⋅−δ⋅− ∑∑∑
=== i

iii
i

iii
i

iii
&&&&&&  1.26.10 

مبدأ ويستخدم .  تكوين المعادلات التفاضلية لحركة الأنظمة الميكانيكية1.26.10 و26.10وتكفل المعادلات 
لإيجاد المعادلات التفاضلية لأي نظام ميكانيكي، بينما لا يعتبر مجدياً ولا حتى عملياً لإيجاد ردود لاجرانج دالمبير 

  . أفعال القيود

   حـل المسائل
  لمبدأ لاجرانج دالمبير يتطلب حلُّ المسائل استناداً 

  . اختيار نقطة الأصل لإطار إسنادٍ قصوري وتحديد نظام الإحداثيات ، الديكارتي مثلاً-1
  . تحديد القوى الخارجية المؤثرة والقوى القصورية في النظام-2
ى القصور ومن ثَم تعريف متجهات الإزاحة الافتراضية  كتابة متجهات مواضع نقط تأثير القوى الخارجية وقو-3

δri .  
 . من ثم حلهما1.26.10 أو 26.10 في المعادلة العامة للديناميكا 2 - 3 تعويض كلٍ من النقاط -4

  

  Generalized Forces القوى المعممة 8.10
، وقدد فرضت عليه Fi  ،i  =1,2,3,......n ، تؤثر عليه مجموعة القوى nاعتبر نظاماً ذا جسيماتٍ عددها 

 نجد أن مقدار 5.10من معادلة . Sقيوداً هولونومية، مستقرة، مثالية وثنائية الجانب وله درجات حرية، عددها 
  جسيمات النظام، يكون  من iفي متجه موضع الجسيمٍ ) الافتراضي(التغير 

δ
∂
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δ
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∂
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K
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S

1

        k=1,2,3,.......S 27.10 

 27.10 من المعادلة δri يتحدد الشغل الافتراضي الكلي لجميع القوى المؤثرة على النظام باستبدال
   لينتج أن 12.10وتعويضها في المعادلة 
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i q
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 28.10 
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 وبترتيب آخر 

δ
∂

∂
δA

K
K

n

K

S

= ⋅
==
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r

i
i

i q
q

11

i =1,2, .........,n    &   k=1,2,3,.......S 

δ δA Q qK K

S

= ⋅
=

∑
i 1

 29.10 

δ A = δ Ak
k

S

=
∑

1

 = Q
1
 δq

1
+ Q

2
 δq

2 +   ...... + Q
S
 δq

S 
1.29.10  

  حيث إن 

QK
K

n

= ⋅
=

∑ F
r

i
i

i

∂

∂q1

 30.10 

 في القوة المناظرة   qk∂ بدلالة الإحداثي المعمم ri∂مجموع حواصل ضرب التفاضل الجزيئي لمتجه الموضع  
Fiومن المهم التأكيد أن عدد القوى المعممة يساوي عدد الإحداثيات المعممة، وأن . ى المعممة، التي تدعى بالقو

  . كلاً منهما يكافئ عدد درجات حرية النظام

 qفإذا كانت أبعاد الإحداثي المعمم . وتعتمد أبعاد القوى المعممة على أبعاد الإحداثيات المعممة المناظرة
 مقاسةً كانحرافٍ qأما إذا كانت . القوة المعممة هي أبعاد القوة الحقيقية بالنيوتنهي المسافة بالمترات، فإن أبعاد 

وفي كل الأحوال فإن . ، فإن أبعاد القوة المعممة هي أبعاد العزم الدوراني، أو نيوتن متر[rad]زاوٍ بالدائرية 
  . حاصل ضرب القوة المعممة والإزاحة الافتراضية يجب أن تكافئ أبعاد الشغل

، يعطى النظام إزاحةً افتراضية مستقلة، يكتسب فقط Qk ،k = 1,2,....,Sى نحسب القوة المعممة وحت
، في حين تظل التغيرات في الإحداثيات δqk ،δqk ≠ 0مقداره ) افتراضياً( تغيراً qkخلالها الإحداثي المعمم 

 لكل القوى δAkنحسب الشغل الافتراضي ثم . j ≠ k و j = 1,2,....S، لقيم δqj = 0المعممة الأخرى صفراً، أي أن 
δAk = Qk ⋅ δqالمؤثرة على النظام عند تلك الإزاحة الافتراضية، 

k
، فنحصل على المعامل المرافق للتغير في 

  . وهذا ما سنراه في السؤال المحلول التالي. ؛ الذي يكافئ القوة المعممة المطلوبةQk و هو δqkالإحداثي المعمم 

  لـةٌ أسـئـلـةٌ مـحـلـو

  حالة القوى المحافظة 
 يتم باستبدال 30.10إذا كانت جميع القوى المؤثرة على النظام قوى محافظة، فإن حساب القوى المعممة 

 i، بعد إضافة الرمز Ι.2.14 بالعلاقة ri، ومتَّجِه الموضع 17.5من المعادلة  Fiمحصلة القوى المحافظة 
  للإحداثيات الديكارتية

Fi     = - grad  Π    &   ri   = xi  i  +  yi    j + zi   k 
  وتبعاً لذلك نكتب القوة المعممة
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  31.10  

 i = 1, 2 , ... n , k = 1,2,...S 
وهذه . zi و xi   ،yiلنظام   على الإحداثيات الديكارتية لجسيمات اΠمن جهةٍ أخرى؛ تعتمد طاقة الوضع 

  الإحداثيات هي دوال إحداثيات معممة، لينتج أن طاقة الوضع دالة إحداثياتٍ معممة أيضاً
Π = Π (q

1
, q

2
, q

3
, .........q

k
 ..........q

S
) 

qالتفاضل الجزيئي لطاقة الوضع بدلالة الإحداثي المعمم 
k

   يعطي 
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ix y zn
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 32.10 

 i = 1 , 2 , ... n , k  = 1 , 2,... 

   مع بعض ينتج أن 32.10 و 31.10وبربط المعادلتين الأخيرتين 

Qk = - 
∂
∂

Π
 qk

       k=1,2,3,.......S  33.10 

  .أي أن القوة المعممة تساوي سالب التفاضل الجزيئي لطاقة الوضع بدلالة الإحداثي المعمم

  الثاني معادلات لاجرانج من النوع 9.10
 لحل المسائل الخاصة بكلٍ من الجسيم المقيد والجسم مبدأ دالمبيرلقد استطعنا في فصولٍ سابقةٍ استخدام 

من جهة أخرى؛ إذا .  فقد ساعد على تكوين المعادلات التفاضلية لحركة النظاممبدأ دالمبير لاجرانجأما . الجاسيء
 دالمبير لاجرانجت انتقالية، فإن استخدام مبدأ الثنائي كان النظام ذا عدة أجسام جاسئة، ويتحرك حركة ليس

إذ بالإضافة لحساب الشغل . ولدرجات حرية عديدة، سيعقد تكوين تلك المعادلات التفاضلية لحركة النظام
الافتراضي للقوى المؤثرة المنضوية تحت اسم المتجه الرئيسي للقوى والعزم الرئيسي لقوى القصور، من 

ولهذا، من الأفضل اختصار الطريق بتكوين معادلاتٍ . ن الإحداثيات غير المستقلة وتغيراتهاالضروري التخلص م
معادلات لاجرانج من النوع تفاضليةٍ لتعريف حركة النظام بدلالة الإحداثيات المعممة والتي تندرج تحت اسم 

 . الثاني

ية وثنائية الجانب وذا درجات حرية، ، ومقيداً بقيود إسكليرونومية مثالnاعتبر نظاماً ذا جسـيمات عددها 
كما تتحدد مواضع جسيمات النظام بالنسبة لإطار الإسناد القصوري بالإحداثيات المعممة . Sعددها 

q
1
,q

2
,q

3
,.....q

k
......q

S
وللتعميم نفترض أن القيود حقيقية وزمنية بالإضافة إلى أنها سكليرونومية وثنائية . 

فنستبدل . لمعادلات لاجرانج من النوع الثاني كنقطة بداية بدأ لاجرانج دالمبيرم و33.10نحدد المعادلة . الجانب
a، والتسارع  بقيمته كمشتقة السرجهة، 15.10 ، بقيمته من المعادلة δriمتَّجِه الإزاحة الافتراضية  i

i=
d
dt
v  
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   يكونوبترتيبها بشكلٍ آخر

F
r r

i
i

i
i

i i

i

⋅





− ⋅






=

== =
∑∑ ∑

∂

∂

∂

∂
δ

q q
q

K K
K

11 1

0
n

K

S n

m
d
dt
v

 34.10 

 يساوي القوة  المعممة، وفْقَاً 34.10فالمجموع الداخلي الأول في المعادلة . نحلِّل هذه المعادلة مجموعاً مجموعاً
  ، بينما يتحدد المجموع الثاني من عنصره الذي نكتبه بالشكل الجديد   18.10للمعادلة 

m
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 35.10 

 المقيد بقيودٍ زمنية من مشتقة متَّجِه iفتتحدد سرجهة الجسيم . والذي يتطلب معرفة كل جزءٍ من هذه الأجزاء
  t مضافا لهما المتغير 15.10 و 5.10الموضع، انظر المعادلتين 
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 36.10 

جهة بدلالة السرعة المعممة يساوي التفاضل الجزيئي لمتَّجِه  نجد أن التفاضل الجزيئي للسر36.10ومن المعادلة 
  أو رياضياً . الموضع بدلالة الإحداثي المعمم

KK qq ∂

∂
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 37.10 

  ونكتب مشتقة التفاضل الجزيئي للإحداثي بدلالة السرعة المعممة بشكلٍ آخر 
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   أن 35.10 في المعادلة 38.10 و37.10 لينتج بعد تعويض المعادلتين
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  34.10 في المعادلة 39.10ومرةً أخرى بتعويض المعادلة 
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dبإخراج معاملي الاشتقاق الزمني  ف.والتي يمكن ترتيبها بطريقةٍ مغايرة
dt

دلالة السـرعة  والتفاضل الجزيئي ب

المعممة
kq&∂

∂ من المجموع الثاني وإخراج معامل التفاضل الجزيئي بدلالـة الإحداثي المعمم ∂
∂ qk

 من 

   إلى الشكل الجديد 40.10المجموع الثالث، تؤول المعادلة 
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جموعين الداخليين المتشابهين بطاقة حركة النظام المكون من جسيماتٍ من جهةٍ أخرى؛ يعرف كلٌ من الم

vi ،T وسرجهاتها mi، كتلها nعددها  m i= ∑1
2

v i
2

=1

n

i

   نحصل على  41.10وباستبدال ذلك في المعادلة . 

{ 0
1

=δ




∂
∂

+
∂
∂

−∑
=

K
KK

S

K
K q

q
T

q
T

dt
dQ

&
 42.10 

 لكل إحداثي معمم، أو 41.10عادلة  ، فيمكن كتابة المδqk ≠ 0وحيث إن التغير الافتراضي لا يساوي صفراً، 
  رياضياً 

d
dt

T T
QK

∂
∂

∂
∂&q qK K

− =         k = 1,2,3,.........,S 43.10 

، والتي تمثل الثاني  بمعادلات لاجرانج من النوع معروفةٌ في الميكانيكا التحليلية43.10هذه المعادلات 
ظام بفئةٍ من المعادلات التفاضلية من الرتبة وكما نرى، فهي تعرف حركة الن. الشكل الأساسي لمعادلات لاجرانج

ومن الطبيعي أن يكافئ عدد . الثانية بدلالة الإحداثيات المعممة والسرعات المعممة مثلما هو الحال القوى المعممة
  . هذه المعادلات عدد درجات حرية النظام

 Generalizedلمعمم  يبين أن معدل تغير الزخم ا43.10إن أفضل تحليلٍ طبيعي ورياضي للمعادلات 

Momentum ، Kk ،K T
k =

∂
∂&qK

 الناتجة كمحصلة القوى المؤثرة مضافاً إليها الحد Qk يساوي القوة المعممة 

∂
∂

T
qK

  .  ناتجة من الحركة في الإحداثيات المعممة الأخرىGeneralized Inertia Forceكقوة  قصورٍ معممة 

، يتحرك Mالأسفين، كتلته : 4.10 شكلل ، للنظام المكون من أسفينٍ ينزلق على سطحه صندوقاً، فعلى سبيل المثا
، محمولاً على الأسفين وينزلق عليه بحيث تتحدد m، والصندوق، كتلته x1على سطحٍ أفقي بحيث تتحدد حركته بالإحداثي 

  بدلالة سرعات عناصره ) للنظام(طاقة الحركة . x2حركته بالإحداثي 

2
2

2
1 2

1
2
1

axMxMT && +=   ⇒   )xxxx(mxM 21
2
2

2
1

2
1 2

2
1

2
1 &&&&& −++  

  k = 1معدل تغير الزخم المعمم الأول ، 

21
1 2

2 xmx)mM(
x
T

dt
d &&&&

&
−+=

∂  

)1x)mMإذ يساوي الجزء الأول على اليمين، ، بينما يساوي x1المؤثرة على النظام في الإتجاه ) محصلة القوى(، القوة +&&

22الجزء الثاني 
2 xm   .x2 مركبة قوة القصور الناتجة من حركة النظام في الإتجاه −&&

 بالنسبة لطرقٍ أخرى في اعتمادها على عدد درجات معادلات لاجرانج من النوع الثانيوتكمن أهمية 
الأفعال مضافاً إلى ذلك عدم لزومية إيجاد ردود . الحرية للنظام الديناميكي وليس على عدد العناصر المكونة له
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أما إذا كانت القيود حقيقية؛ عندئذٍ تحسب قوى الاحتكاك كما لو أنها قوى مؤثرة ضمن . ضمن القوى المعممة
  .القوى المعممة على النظام

  معادلات لاجرانج من النوع الثاني في حالة القوى المحافظة

  

x145o

x 2

x1

x 2

1

2

Mgmg

x
2a

45o

  
  4.10 شكل
رونومية محافظةً، تُشتَق القوى المعممة للنظام من دالة إذا كانت القوى التي تؤثر على النظام المقيد بقيودٍ إسكلي

وإذا استبدلنا القوة المعممة . 21.10، إذ تحسب قيمها وفْقَاً للمعادلات Π ،Π = Π (q1, q2, ...., q3)طاقة الوضع 
Qk يكون 21.10 بقيمتها من المعادلة 43.10 في المعادلة   

0=
∂

Π∂
+

∂
∂

−
∂
∂

kKK qq
T

q
T

dt
d

 &
      k = 1,2,3,.........,S 44.10 

  L ،Lagrangian Functionإذا عرفنا دالة لاجرانج 

L  =  T  -  Π 45.10 
 تأخذ الشكل الجديد 43.10كالفرق بين طاقتي الحركة والوضع للنظام، فإن معادلات لاجرانج من النوع الثاني 

  التالي 
0=

∂
∂

−
∂
∂

KK q
L

q
L

dt
d

&
    , k = 1,2,3,.........,S 46.10 

   لمعادلات لاجرانجStandard  Formلشكل القياسي اوالذي يمثل 
  حـل المسائل

 لدراسة حركة أي نظام ميكانيكي فرضت عليه قيود 46.10 و 43.10تستخدم معادلات لاجرانج 
هندسـية دون الارتباط بعدد الجسـيمات أو الأجزاء المكونة للنظام، أو كيفية حركتها سواء أكانت مطلقة أو 

  :   يتطلب43.10، معادلات  الشكل الأساسي- معادلات لاجرانج من النوع الثانيوين ولهذا عند تك. نسبية
  .  تحديد عدد درجات حرية النظام واختيار الإحداثيات المعممة له-1
  .  تعريف النظام في وضع اعتباطي وتحديد القوى المؤثرة عليه-2
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قة والتعبير عنها بدلالة الإحداثيات المعممة و  حساب القوى المعممة وطاقة حركة النظام أثناء الحركة المطل-3
  . السرعات المعممة

 حساب التفاضلات الجزيئية لطاقة الحركة بالنسبة للسرعات المعممة -4
Kq

T
&∂

، والتفاضلات الجزيئية لطاقة ∂

∂الحركة بالنسبة للإحداثيات المعممة
∂

T
qK

ب مشتقة التفاضلات الجزيئية للطاقة ، كلٌ على حدة ، ثم حسا

بدلالة السرعات المعممة
Kq

T
dt
d

&∂
 لنحصل بعد تكاملها على قانون 43.10، ومن ثم التعويض في معادلة ∂

  .حركة هذا النظام
، معادلات الشكل القياسي - معادلات لاجرانج من النوع الثانيوفي حالة القوى المحافظة فإن تكوين 

  :طلب يت46.10
  .  تحديد عدد درجات حرية النظام واختيار الإحداثيات المعممة له-1
  .  تعريف النظام في وضع اعتباطي وتحديد القوى المؤثرة عليه-2
  .  بدلالة الإحداثيات المعممةΠ ووضع النظام T حساب طاقتي حركة النظام -3
  . ة، بدلالة الإحداثيات المعممL = T - Π تكوين دالة لاجرانج ، -4
 حساب التفاضلات الجزيئية لدالة لاجرانج بالنسبة للسرعات المعممة أولاً ثُم بالنسبة للإحداثيات المعممة ثانياً، -5

وحساب مشتقة التفاضلات الجزيئية لدالة لاجرانج بدلالة السرعات المعممة، ومن ثم تعويض ذلك كله في 
انج من النوع الثاني نحل بعض المسائل التي سبق ولكي نؤكد مدى شمول معادلات لاجر. 46.10المعادلة 

  .حلها بطرق أخرى سالفة
  ـةٌ لأسـئـلـةٌ مـحـلـو


